1 8. SYSTEMY DYSKRETNE 1

1 Opisy systemoéw dyskretnych
Podamy teraz rézne sposoby opisu liniowych systeméw
dynamicznych, w ktérych czas biegnie w sposéb dyskretny.
System przedstawiony na rys. 1.1 przeksztalca wejSciowy
ciagg liczbowy

cees U2, U, U, UL, U, - - -
w ciagg wyjsciowy
ey Y-2,Y-1,Y0,Y1, Y25 - - - -
Ciagi te, czyli sygnaly, oznaczymy jako {u,} oraz {y,}.

Gdy nie bedzie zachodzié obawa nieporozumienia, bedziemy
pisa¢ po prostu wu,, oraz y,.

U, Y

nti 4%

Rys. 1.1: System dyskretny.

1.1 Roéwnanie réznicowe

Zasadniczym opisem liniowego, dyskretnego systemu dy-
namicznego jest nastepujace, liniowe réwnanie réznicowe:

AmYn + Am—1Yn—1 + -+ G0Yn-m

= blunferl + -+ bounfma (11)
przy czym | < m. Zakladamy przy tym, ze ag # 0, a,, # 0
oraz b; # 0. Liczbe m nazywa si¢ rzedem réwnania, czyli
takze systemu. Warunkiem poczatkowym jest

Y-1,Y-2,---sY-m-

JeSliy_ 1 =yo = = y_p = 0, to méwimy, ze jest on
zerowy. Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze w a,; oraz b; indeksy
rozrézniaja wspoélezynniki réwnania, natomiast w u; oraz y;
oznaczaja chwile.

Ro6wnanie to opisuje zachowanie sie systemu, tzn. okre$la
jego reakcje na pobudzenie. Przez pobudzenie rozumiemy
ciag wejsciowy taki, ze u, = 0 dlan = ..., —2,—1, tzn.
taki, ktéry rozpoczyna sie w istocie w chwili n = 0, czyli

...,0,0,uo,ul,m,....

Aby go okresli¢, wystarczy zatem podaé wug,uy,us,.. ..
Pobudzeniem zerowym jest ciag u,, = 0 dlan =0,1,2,...
(i sila rzeczy, dlan = ..., —2,—1). Reakcja jest natomiast
ciag Yo, Y1, Y2, - - --

W celu wyznaczenia reakcji systemu, tzn. rozwigzania
réwnania (1.1), wykorzystamy narzedzie jakim jest trans-
formacja Z. Poniewaz!

Ynr = 27 FY(2) — Po_q(z7Y),

gdzie jest wielomianem stopnia k — 1, transformacja lewej
strony doprowadza do wyrazenia

(am + am_12 -+ agz ™Y (2) = Vi1 (z71),

Ipatrz: 7. TRANSFORMACJA LAPLACE’A, Wlasnosé 2.2.

gdzie

Vie1(z™) = am + am 1Pz 4+ +aoPr_1(z7h)

jest wielomianem stopnia m — 1 argumentu 2z~ ! o

wspolczynnikach zaleznych od warunku poczatkowego
Y_1,Y—2, ..., Y_m OrAZ ag, ..., Ay. Dokonana wobec prawej
strony daje wyrazenie

(brz™™ o hezT™U(2),

bowiem u, =0dlan =...,—2,—1. Rezultatem jest zatem
réwnanie

(A 4 am12 - agz ™Y (2) = Vi1 (z71)
= (biz7™ T 4+ bozT™)U(2),

z ktérego wynika

b —m—+1 baz=™
V()= o TR gy
Qm + Qp—127" 4 -+ agz™™
mel(z’l)
U, + Q127 L4 - Fagz—™
bizt +b 2071 ... p
_ 12"+ b—12 J; + bo U(2)
CLmZ"L—f—amlem_ +...+a0
vam—l(z_l)

Am 2™ + @12+t ag

Poniewaz V,,_1(z71) jest wielomianem stopnia m — 1
argumentu 271, zatem mozna go zapisa¢ w postaci:

Vm_l(zil) = Wm-1+ wm—inl R wozi(mil).
Oznaczajac nastepnie
Who1(z) = 2"7'V(h
= wm712m_1+~-~+wlz+w0,
otrzymujemy ostatecznie
bzt 4+ b2 7t 4 b
amz™ + am—lzm_l +---+ag
2Win—1(2)
amz™ + am—lzm_l + -+ ao.

Y(z) =

U(z)

W celu uproszczenia zapisu przyjmujemy
M(2) = amz™ 4 12" + - + ag,
L(z) = izt 4+ b2 4 by,

dzigki czemu mozemy napisac, ze

L(z)
M(Z)U(z) +

Y(z) = M2

gdzie W,,,_1(2) jest wielomianem stopnia m — 1. Wynika
stad, ze

Yo = 27 {JLW((Z))U(Z)} +27! {ZWA}”(‘;)(Z) } . (12

Reakcja systemu zalezy zatem od pobudzenia, warunku
poczatkowego i wlasnoéci systemu. Pierwsza sktadowa
odpowiedzi nie zalezy jednak od pobudzenia u,,, natomiast
druga od warunku poczatkowego.

Zaznaczmy jeszcze, ze M (z) nazywa sie wielomianem
charakterystycznym réwnania réznicowego, czyli takze
systemu, a M(z) = 0 réwnaniem charakterystycznym
réwnania, a takze systemu.
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Przykiad 1.1 System opisany jest réwnaniem réznicowym

Yn — AYn—1 = QlUp.

Wyznaczymy jego odpowied: na pobudzenie wu, = 0y
przy warunku poczgtkowym y_1. Dokonujgc obustronnej

transformacji Z otrzymujemy

Y(2) = A=Y (2) —y-1) = aU(2),
czyli
Y1 a
Y(z)=— .
() I—=2z7t  1—-Xz"1 ()
Poniewaz U(z) =1, zatem
z z
Yiz) = T +azf)\

oraz
Yn = —y—1 A" +a)".

Przyklad 1.2 Dla systemu opisanego réwnaniem r6:ni-
cowym
n — 5yn—l + 6yn—2 = 75n7

dokonujemy obustronnej transformacji Z otrzymujac

Y(2) =5 (27'Y(2) —y_1)
+6(27%Y(2) 2z ly_1—y_2) =T
skad wynika
YV(2)(1 =527 +627%) + (by—1 — 6y —62"'y_1) =7,
czyli
7 5y_1 — 6y_s) — 627 1y_
Y(2) = _(yl y—2) !
1—-5z71462"2 1—5z714+62"2
Ostatecznie
2 _ 2 _
Y(z) = 7z ~ (By—1 — 6y—2)z” — 6y_12
22 —52+6 22 —-52+46
727 ~ (5y—1 — 6y_2)z2 —6y_12

(z—=2)(z

Wyznaczenie oryginatu, czyli rozwigzania réwnania, ktore
jest reakcjq systemu, mie sprawia zadnych trudnosci.

—3) (z=2)(z = 3)

1.2 Transmitancja

Definicja 1.1 Transmitancjeq K(z) systemu dyskretnego
nazywamy funkcje

bzt + b2+
21 4 Q1 2™ 1+

<+ by
“V‘CLO'

- (1.3)

Transmitancja jest funkcja wymierng, pierwiastki wielo-
mianu charakterystycznego M(z) sa jej biegunami.
Reakeje systemu (1.2) mozemy teraz zapisaé jako:

nzzl{

Jesli zatem warunek poczatkowy jest zerowy, to

2Win—1(2)

) (1.4)

} + 2 YK ()U(2)}.

System jest liniowy, co oznacza, ze — przy zerowym
warunku poczatkowym — liniowej operacji na sygnale
wejSciowym odpowiada taka sama operacja na sygnale
wejsciowym. Je$li wiec np. reakcjami na pobudzenia u,
i Up sa T, 1 Un, to reakcja na pobudzenie au,, + bu, jest
ay,, + byn. Odpowiedzig na wu,_j jest yn_k-.

Uwaga 1.1 System o transmitancyji

z

z—1

P - - n
ma wlasnosé sumowania, bowiem y, = Y . u;. Jest on

dyskretnym odpowiednikiem ciggtego systemu catkujgcego.

1.3 Odpowiedzi na standardowe pobudzenia

Standardowymi pobudzeniami stosowanymi przy analizie
systeméw dynamicznych sa dyskretny impuls Diraca §,, i
skok jednostkowy.

1.3.1 Odpowiedz impulsowa

Definicja 1.2 Odpowiedziq impulsowqg {k,} nazywamy
reakcje systemu na pobudzenie impulsem Diraca 6, w sytu-
acyi, gdy warunek poczatkowy jest zerowy.

Zwigzek pomiedzy odpowiedzig impulsowa i transmi-
tancja ustala ponizsza wlasnosc.

Wiasnos$¢ 1.1 Odpowiedz impulsowa i transmitancja pow-
1qzane g nastepujgecym wzorem:

kn = 27 HEK(2)}.

1.3.2 Odpowiedz skokowa

Definicja 1.3 Odpowiedziq —skokowqg {\,} nazywamy
reakcje systemu na pobudzenie skokiem jednostkowym 1,
w sytuacyi, gdy warunek poczatkowy jest zerowy.

Poniewaz 1,, = z/(z — 1), zwiazek miedzy odpowiedzia
skokowa i transmitancja okre§lony jest wzorem

An:z—l{ : K(z)}.

z—1
Pamigtajac, ze z/(z — 1) jest operatorem sumowania, otrzy-
mujemy:

Wiasnos$¢ 1.2 Pomiedzy k, @ A\, zachodzq nastepujgce

relacje:
n
=2 ki,

=0

_)\nl

Rozwijajac w szereg potegowy wzgledem 27!

napisa¢ (dla [ < m)

, mozemy

z
z—1

K(Zz)=ay+aiz7 ' +agz ™24+,

skad wynika, ze
{An} ={ao, a1, 9,

przy czym 0 = a9 = o1 = --- = 1 1 dopiero o, =
bi/am # 0, gdzie p = m — l Oznacza to, ze odpowiedZ
skokowa jest opézniona wzgledem pobudzenia o p = m — .
Podobnie jest z odpowiedzia impulsowa.

3
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3 8. SYSTEMY DYSKRETNE 3

2 Stabilnos¢

2.1 Definicja

Przedmiotem naszego zainteresowania jest teraz system
dyskretny o transmitancji (1.3). Przez

2152253 %m

oznaczymy pierwiastki jego wielomianu charakterysty-
cznego

M(2) = ap2™ 4 apm_12™ 4 -

+ ap. (2.1)

Omoéwimy podstawowa dla nas wlasno$¢ jaka jest stabil-
noé¢. Cechy tej bedziemy pozniej zadaé od dyskretnych
systeméw automatycznej regulacji.

Definicja 2.1 Jesli, przy zerowym pobudzeniu i kazdym
warunku poczatkowym,

lim y, =0,

n—oo

to system nazywamy stabilnym.

2.2 Twierdzenie o stabilnosci

Twierdzenie 2.1 System jest stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy
lz1] < 1,]z2] < 1,...,]zm| < 1. (2.2)

Dowéd. Pelnego dowodu nie bedziemy przeprowadzac.
Zauwazmy jedynie, ze z (1.4) wynika, ze (przy zerowym
pobudzeniu)

S ot

Przy zalozeniu, ze bieguny transmitancji sa jednokrotne,
rozklad na utamki proste doprowadza do wyrazenia

Wno1(2) Am
M(z) z— 2 2= Zm
Zatem
Wn-1(z) z 2
M(z) 7az—z1+ Jramz—zm

W rezultacie
Yn = a12] + -+ am2,,.

Zbieznosc lim,, o, 2™ = 0 ma miejsce wtedy i tylko wtedy
gdy |z| < 1. Ma to miejsce zaréwno dla rzeczywistego jak i
zespolonego z. O

System jest wiec stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie bieguny jego transmitancji leza wewnatrz okregu
o promieniu 1 i §rodku z = 0, tzn. w kole jednostkowym,
rys. 2.1.

Rys. 2.1: Kolo o promieniu 1.

2.3 Wilasnosci systeméw stabilnych

Wiasnos¢ 2.1 System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

lim &, = 0.
n—oo
Jesli natomiast granica lim,,_,, A, istnieje, to nazywamy
ja wzmocnieniem systemu w stanie ustalonym. O jej
istnieniu stanowi ponizsza WlasnoS§¢.

Wilasnoéé 2.2 Granica

lim A,
n—oo
istnieje wtedy @ tylko wtedy, gdy system jest stabilny.
Ponadto
lim A, = K(1).
n—oo

Dowdéd. Jest oczywiste, ze

zL(2)
(z=1)M(z) J°
bowiem u, = 1,, tzn. U(z) = z/(z — 1). Zakladajac,

ze bieguny sa jednokrotne i dokonujac rozktadu na utamki
proste, otrzymujemy

m=2" KUY =27

L(2) _ag ar Am
(z—1)M(z2) 2z2—-1 z—2z 2= 2Zm
a zatem
zL(2) _ apz a1z am?z
(z—1)M(z) 2—-1 z—2x Z—2Zm
skad wynika
A =ag+a12" + -+ amz,,.
Zatem istnienie granicy lim, ..o A, jest réwnowazne

warunkowi (2.2). Je$li warunek ten jest speliony, to

lim y, = aop.
n—oo

Aby wyznaczy¢ ag, zauwazmy, ze

L(z) aiz A 2
K(z) = = -1 .
()= o =t (= 1) (2 ),
skad wynika, ze ag = K(1). O

3 Transformacja z = (w+1)/(w — 1)

Aby sprawdzi¢ czy system dyskretny jest stabilny, nalezy
rozstrzygnaé, czy wszystkie pierwiastki zi,...,2z, jego
wielomianu charakterystycznego (2.1) spelniaja zestaw
nieréwnoéci (2.2), tzn. czy leza w kole jednostkowym.
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4 8. SYSTEMY DYSKRETNE 4

Mozna tego dokona¢ przez odwzorowanie
spolonej w na zmienng z:

zmiennej ze-

w+1
= _ 3.1
* w—1’ (3.1)
skad wynika
z+1
z—1

Jak mozna sprawdzi¢, patrz rys. 3.11 Cwiczenie 3.1, kazde
z tych odwzorowan przeksztalca:

a) okrag jednostkowy pozbawiony punktu (1,j0) w 0§
liczb urojonych i na odwrét,

b) wnetrze okregu jednostkowego w lewa pélplaszczyzne i
na odwrdét,

¢) zewnetrze  okregu  jednostkowego = w
polplaszezyzne i na odwrét.

prawa

Ponadto, punkt z = 1 nie ma swojego odpowiednika
na plaszczyznie w, bowiem dla niego (2 + 1)/(z — 1) =
(1+1)/(1-1)=2/0.

7 A

Rys. 3.1: Transformacja kota w lewa péiptaszczyzne.

Cwiczenie 3.1 Aby wykazaé a), zauwazmy, e okrqg jed-
nostkowy na plaszczybnie z jest zbiorem punktow e’¢ takich,
ze @ € [0,2m). Jest on odwzorowywany w zbidr punktéw w
0 postaci

el +1 . —sing ot %)
- = = —17C —_.
el —1 jl—cosgo J g2

Odcinek (0,27), czyli odpowiadajgcy mu okrag jednostkowy
z usunigtym punktem z = 1 (dla ktérego ¢ = 0) jest
odwzorowywany zatem w 0§ liczb urojonych (—joo,joo).
Dolnemu pélokragowi, dla ktérego ¢ € (m,27), odpowiada
dodatnia potos, gérnemu ujemna. Aby sprawdzi¢ b) i c)
oznaczamy
w+1
T(w) = w—1’

podstawiamy w = o + jw i stwierdzamy nastepnie, ze

4o

o+ jw+1
oc—jw—1
Zatem, |T (w)| < 1 dlao <0, co oznacza, e wnetrze okregu

odpowiada lewej polplaszczyznie. Podobnie, |T (w)| =1 dla
0=01|T(w)|>1dlaoc>0.

Aby zweryfikowaé, czy wszystkie pierwiastki réwnania
charakterystycznego

M(z)=0 (3.2)

speliaja nieréwnoéci (2.2), mozna zatem sprawdzi¢,
wszystkie pierwiastki réwnania

M(w“):&
w—1

czy

czyli réwnania
w1
-1)"M|——=) =0
w1 (251) <o

w ktérym nie ma juz utamkéw, leza w lewej pélplaszczyznie,
ktéry to problem mozna rozwigzaé stosujac np. twierdzenie
o znaku wspélczynnikéw, kryterium Hurwitza, czy Michaj-
lowa?.

Przyklad 3.1 Wielomian
622 —2z—1=(32+1)(22—1)

ma pierwiastki z1 = 1/2 oraz zo = —1/3. Dokonujgc w

rownaniu

622—2—-1=0

podstawienia (3.1), otrzymujemy

2
6(w+1) <w+1>10’
w—1 w—1

ktore to rownanie, po pommozeniu obydwu stron przez
(w— 1)2, przyjmuje postat

6(w—1)> —(w+1)(w—1)— (w—-1)2=0,
czyli
qw? + 14w+ 6 =0,

Jego rozwigzania, to w; = —3,wy = -—1/2. Jak

tatwo moina sprawdzi¢, z; = (w1 + 1)/(w1 — 1) oraz
zo = (we+1)/(wy—1).  Pierwiastki z1,2zo letq w
kole jednostkowym, natomiast pierwiastki wi,ws w lewej
pdtptaszczyinie.

Przykiad 3.2 System ma transmitancje

1
z4+622 -2

K(z) =
Podstawienie (3.1) do réwnania
24622 -2=0

doprowadza do kolejnego:
2
1
6 (w + > n
w—1

5w? + 16w + 3 = 0.

w4+ 1
w—1

2=0,

czyli

Stosujac kryterium Hurwitza stwierdzamy, ze wszystkie jego
pierwiastki lezq w lewej pdiplaszczyinie.  Wynika stad,
ze pierwiastki réwnania (8.8) lezq w kole jednostkowym.
System jest stabilny.

Zpatrz: 3. STABILNO$C. KRYTERIA
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Przykiad 3.3 System ma transmitancje

1

Kiz)=——
(2)= 5373, 2

Podstawiajgc (3.1) do réwnania 2z? + 3z — 2 = 0
otrzymujemy 3w? + 8w — 3 = 0. Z twierdzenia o znaku
wspdtczynnikéw wynika zatem, ze system nie jest stabilny.

W opisanym postepowaniu ukryte jest jednak pewne
niebezpieczenstwo, ktore jest zwiazane z tym, ze punkt
z = 1 nie ma swojego odpowiednika na plaszczyZnie w.
Pokazuje to ponizszy przyklad. System ma transmitancje
K(z) =1/M(z), przy czym wielomian

M(z)=22>-32+1=(22-1)(z—1)

drugiego stopnia ma dwa pierwiastki: stabilny z; = 1/2
i niestabilny z; = 1. Podstawienie (3.1) prowadzi do

réwnania
1\? 1
o (W) _3(WEN) y1-o.
w—1 w—1

Po pomnozeniu obydwu stron przez (z — 1)? otrzymujemy
réwnanie pierwszego stopnia

w+3=0,

ktére ma tylko jeden pierwiastek wy = —3. Lezy on w
lewej péiplaszczyznie i jest skojarzony z z;. Pierwiastek
z2 = 1 nie ma natomiast swojego odpowiednika w dziedzinie
w. Mozna powiedzie¢, ze opisana metoda obniza stopien
réwnania i gubi w ten sposéb niestabilny biegun z = 1.

Nietrudno jednak zabezpieczy¢ si¢ przed grozacym ble-
dem. Zauwazmy bowiem, ze M (1) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy z = 1 jest pierwiastkiem réwnania (3.2). W rezultacie
dochodzimy do ostatecznego wniosku:

Twierdzenie 3.1 System o réwnaniu charakterystycznym
(2.1) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

> M(1) # 0 oraz

> wszystkie rozwigzania réwnania

- (25 <o

w—1
lezg w lewej pdtplaszczyznie.

Przyklad 3.4 System trzeciego rzedu ma transmitancje

gdzie
M(z) =123 — 1122 =2z + 1.

Podstawienie (3.1) do réwnania charakterystycznego trze-
ciego stopnia

1222 — 1122 —224+1=0

prowadzi do réwnania

3 2
1 1 1
12 w+l ~11 wtl —9 wtl +1=0.
w—1 w—1 w—1

Po pomnozeniu obydwu stron przez (w — 1)® otrzymujemy
12(w+1)* =11 (w+1)?(w—1)—2(w+1) (w—1)*+(w—1)* = 0,
czyli rownanie drugiego stopnia o postaci:

6w’ + 13w + 5 = 0,

o ktorym traktuje drugi z warunkow Twierdzenia 3.1.
Poniewa? jego macierzq Hurwitza jest
13 0

m-[ 0]

zatem wyznaczniki Hurwitza to A1 = 13 > 0, Ay = 13 X
5—0x6=65>0. Wynika stad, e obydwa pierwiastki

rownania
w+1

(w—1)3M(w1) =1

lezq w lewej potplaszezyinie. Odpowiadajgcee im (na zasadzie
przeksztalcenia (3.1)) pierwiastki réwnania charakterysty-
cznego lezq wiec w kole jednostkowym, czyli sq stabilne.
Drugi z warunkow w Twierdzeniu 3.1 spelniony. Poniewa?
jednak

M(1) (122° —112° — 22 4+ 1)|

12-11-2+1=0,

z=1

zatem pierwszy warunek nie jest spetniony, z uwagi na to,
e trzecim pierwiastkiem wielomianu M (z) jest 1. System
jest niestabilny.
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