1 7. TRANSFORMACJA Z 1

1 Sygnal dyskretny

Sygnalem dyskretnym jest ciag impulséw Diraca, rys. 1.1,
czyli

ces @10+ T),200(t), 210(6 = T), 220(t — 2T), .. ..
Inna interpretacja takiego sygnatu, to cigg liczbowy
{' ey L2, T 1,T0, L1, T2, - }

ktéry bedziemy oznaczaé jako {x,} lub krétko z,. Sygnal
bedziemy zatem, w zaleznoSci od kontekstu, traktowaé jako
ciag impulséw Diraca albo jako cigg liczbowy.
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Rys. 1.1: Sygnal dyskretny, ciag impulséw Diraca.

T

Sygnal dyskretny powstaje niekiedy przez operacje tzw.
prébkowania sygnatu ciaglego, ktéra to operacje wykonuje
urzadzenie nazywane impulsatorem. Wejsciem impulsatora,
rys. 1.2, jest zatem ciagly sygnal x(t), natomiast wyjéciem

oo

> a(nT)é(t — nl).

n=—oo

o (t) =

(1.1)

Zamienia wiec on funkcje czasu w cigg impulséw
Diraca modulowanych przez jej wartosci w chwilach

e, —=1,0,T7,27,3T, .... Liczba T nazywa si¢ okresem
impulsowania.
N N
aft) T ~ ()

Rys. 1.2: Impulsator.

2 Transformata Z

2.1 Definicja i wlasnosci

Sygnal dyskretny mozna poddaé transformacji Z zdefinio-
wanej jak ponizej:

Definicja 2.1 Funkcje X (2) zdefiniowanqg wzorem
X)) =xo4+zz +a2i 24 = anz_” (2.1)
n=0

nazywa sie transformatq Z ciagu liczbowego {x, }.

Zauwazmy, ze Wyrazy _1,%_o, ..., czyli wyrazy o ujem-
nych indeksach nie majg wplywu na wynik transformacji.

Bedziemy takze pisa¢ Z{z,} = X(z) oraz {z,} =
Z71{X(2)}. Nastgpna konwencja, to oznaczanie przez np.

X(z), G(z) transformat ciagéw {x,} i {gn}. Bedziemy
takze pisa¢ Y (z) = {yn} lub po prostu Y (z) = y,.

Zaréwno transformacja Z, jak i Z~! s3 operacjami
liniowymi, co oznacza, ze

aTy, + ﬂyn = aX(Z) + BY(Z)

Podstawowe wlasnosci transformacji Z, to:

A", = X(A2), (2.2)
~ d
nx, = — z@X(z), (2.3)
Y a2 Zf -X(2), (2.4)
i=0
an,iyi = X (2)Y(2), (2.5)
i=0

patrz Cwiczenia 2.1-2.3.

Z uwagi na (2.4),
z

z—1
mozna nazwaé operatorem sumowania. Jest on dyskretnym
odpowiednikiem operatora catkowania 1/s w transformacji
Laplace’a.

Sygnal mozna przesunaé w lewo, czyli przyspieszy¢, lub
w prawo, czyli opézni¢. Dla przykladu, sygnatl na rys. 2.1
jest przyspieszony wobec pokazanego na rys. 1.1, natomiast
pokazany na rys. rys. 2.2 jest opozniony.
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Rys. 2.1: Sygnatl jak na rys. 1.1 po przesunieciu w lewo,
czyli przespieszeniu.
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Rys. 2.2: Sygnal jak na rys. 1.1 po przesunigeciu w prawo,
czyli opéznieniu.
Przesuwajac w lewo, czyli przy$pieszajac ciag
{zn} = {zo, 21, 22,...} (2.6)
otrzymujemy
{Zns1} = {x1, 22,23, 24, .. .}.
Jego transformata jest
T + xgz_l + xgz_2 + m4z_3 + -
= z(xo + R Y 7Y B

= 2X(z) — zxo.

) — 2z
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2 7. TRANSFORMACJA Z 2

Wykazalismy zatem, ze
{Zpni1} = 2X(2) — zx0.

Operacja odwrotna jest przesuniecie w prawo, czyli
op6znienie. Ciag (2.6) przeksztalca si¢ w ten sposéb w

{xn—l} = {x—ly T, T1,T2,T3,T4,-- '}a
ktérego transformata jest

Toytxer Mzt d ez P 4
=z Yoo+ a1zt F ooz 24 )+

=2 'X(2) 4z,
co podajemy jako ponizsza Wiasnosc:

Wiasnos$¢ 2.1 (opé6znienie) Transformatq ciggu prze-
sunietego w prawo, czyli opéznionego, jest

Tpoy =27 X(2) + 21,

Wiasnoé¢ 2.2 (opé6znienie o k) Transformatq ciggu
opdinionego o 2 jest

Tpoo =2 X(2)+x 127 F oo
Zapisujac  bowiem (2.1) jak nastepuje: Z{r,_1} =

27 Z{x,} +x_1, spostrzegamy, ze

Z{xp o} =2 Z{xp 1} + 1 o
=1 [z_lz{xn} + x,l] +T_o.

Ogdlnie zatem
Tpop =27 X (2) = Peo1(271),
gdzie

Po(z7h) = - (x—lz_kﬂ ot Tz + l“fk)

1\ ! 1
RO RO
z V4

jest wielomianem stopnia k — 1 argumentu z~1.

Cwiczenie 2.1 (mnozenie przez \~") Wiasnosé (2.2)
wynika z ponizszeqo:

Z{\"x,}t = Z A x,zT" = Z Zn(A2)7" = X (A2).
n=0

n=0

Cwiczenie 2.2 (mnozenie przez n) Prawdziwodé requly
(2.3) wynika z réwnosci

d dz
d

o0
—ziX(z) =— ;xn

n o0

= Z nxpz " = Z{nx,}.
n=0

Cwiczenie 2.3 (sumowanie) Aby sprawdzic wlasnosé

(2.4) oznaczmy yn, = > oo i, skad wynika, ze yn — yp—1 =

Tn. Z Whasnosci 2.1 wynika, ze Y (2) — 271Y (2) = X(2),

bowiem x_1 = 0. Zatem Y(z) = (z/(z — 1))X(2), co

nalezato wykazac.

Uwaga 2.1 Oznaczajgc z(nT) = x,, tranformate
Laplace’a ciggu impulséw Diraca (1.1) zapisujemy jako

(o]
X*(s) = Z zpe T,
n=0

Zatem (dla 5T = z)

2.2 Twierdzenia graniczne

Pierwsze z podanych ponizej twierdzen granicznych jest
oczywiste, gdyz wynika wprost z definicji transformacji.

Twierdzenie 2.1 Dia katdego ciggu {x,}

zo = lim X(2).

Z—00

Twierdzenie 2.2 Jesli lim,,_. o, x, istnieje, to

lim z, = liml(z - 1)X(2).

n—0o0

3 Transformaty wybranych ciagéw

Dyskretnym impulsem Diraca nazywamy ciag, patrz
rys. 3.1,

0, dlan=-1,-2,...

Op = 1, dlan=0

0, dlan=1,2,....

Z definicji wynika, ze
0 =1 (3.1)
1
S e — U —
-4T -3T 2T -T 0 T 2T 3T 4T

Rys. 3.1: Impuls Diraca.

Skokiem jednostkowym 1, nazywa si¢ ciag, rys. 3.2,

1 — 0, dlan=-1,-2,...,
"1 1, dlan=0,1,2,...,

Jego transformata jest

14z 142240, =

JNREN

\ \ \
-4T -3T 2T -T 0 T 2T 3T 4AT

Rys. 3.2: Skok jednostkowy.

Bezposrednio z definicji transformacji wnioskujemy, ze

z

AT = .
zZ—A

(3.2)
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3 7. TRANSFORMACJA Z 3

Korzystajac teraz z reguly o rézniczkowaniu wzgledem z,
otrzymujemy nastepnie

. A
U
(z=2)
W szczegdlnosei zatem
- z
n =
(- 1)

4 Rozklad na ulamki proste

Rozklad na ulamki proste nie rézni sie zasadniczo od
rozkladu, z ktérym mieliSmy do czynienia przy transfor-
macji Laplace’a. Ma miejsce jednak pewna réznica, co
pokazemy na przyktadzie. Aby np. znalez¢ oryginal funkcji

1

Y=y

zaczynamy od roztozenia na utamki proste funkcji

1 1
PR S e e

otrzymujac

1 1 1 1

;X(Z):_g 4(z+1)  12(z-3)
Stad

1 1 1 !
X(2)=z2 (ZX(Z)) =z <3z 4(z+1)  12(z —3))
T3 IG) T2

Zatem, na podstawie (3.1) oraz (3.2), mozemy napisaé

1 1 1
==+ - (-1)" + =3™
T 3 n+4( )+ 17

Istota metody jest rozklad funkcji wymiernej

L(z) _ L(z)
M(z)  am(z—21)(z—22) (2 — zm)
na ulamki o postaci
z
Z— Z '

Doprowadzamy do tego rozktadajac

L(z) _ L(2)

zM(z)  amz(z—2z1)(z—22) - (2 — zm)

na ulamki proste o postaci

1

zZ— Z;

w sposéb oméwiony wczeSniej w ramach transformacji
Laplace’a.

5 Rownania réznicowe

Narzedzie jakim jest transformacja Z pozwala rozwigzywaé
tzw. réwnania réznicowe, co pokazemy na przykladach.

Przyklad 5.1 (ciag Fibonacci’ego) Rozwigzanie réw-
nania

Yn = Yn—1 + Yn—2,
przy czym y_o = 0, y_1 = 1 oraz u, = 0, jest ciggiem

Fibonacci’ego, poniewaz kazdy jego element jest sumaq dwdch
poprzednich. Cigg ten to: 0,1,1,2,3,5,8,13,.... Wynikiem
obustronnej transformacji Z jest, patrz Wlasnosé 2.1,

Y(z)= z_lY(z) +y 1+ z_2Y(z) +y 127t Fyo,
czyli
1—z'—2Y()=y 12 ' +y 1 +y o,
skad wynika, ze

-1
Y(z) = Y127+ (y_1+y_2) _

(y—1 +y—2)2+y_12
1—2z1—272 '

22 —2-1

Uwzgledniajoc warunek poczatkowy otrzymujemy zatem

2(z+1)
Y)= ————
(2) (z—a)(z—b)’
gdzie
1 1 1 1
a—§+§\/5, b_i_i\/g
Poniewa?
z+1 1 f(at+l b+1
(z—a)(z—b) a—-b\z—a =z-b)"
zatem
1 z z

W rezultacie

1
n — 1)a™ — 1 n,
yn = —— lla+1)a" = (b+1)0"]
czyli

1

=0 (3+\/3) (1+2\/5>"

(7))

Przyklad 5.2 Rozwigzemy teraz réwnanie

Yn + Yn-1— 2Yn—2 = 3uy +4up 1

przy warunku poczgtkowym y_1 = 2, y_o = 3 i Uy = Op.
Rozwigzanie polega na znalezieniu ciggu {yo,y1,Y2,---},
ktory je spetnia.  Zastosowanie transformacji Z wobec
obydwu stron réwnania doprowadza do réwnania

Y(z)+ (zilY(z) + y_l) -2 (z*2Y(z) +27y + y_g)
= (3+427") U(2),
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4 7. TRANSFORMACJA Z

patrz Wlasnosci 2.1 1 2.2, czyli

(1 +271 - 2272) Y(z) — (22713/_1 +2y_2— y_1)
=3+ 42_1) U(z).

Zatem
344271 22 'y 1+ (2y—2 —y-1)
Y =— U
(2) 142712272 () + 142712272
322 + 4z (2y_ o —y_1)2% + 22y
=—U
224 2-2 (2) + 224 2-2
32244 20 —y_1)22 + 2z21_
_ Z+ZU(Z)+(92 y-1)z° +22y_1
(z—1)(z+2) (z=1)(z+2)

Dla zadanego warunku poczgtkowego i pobudzenia otrzymu-
Jemy

z(3z+4) 4z (z+1)
z—=1D(z+2) (-1(z+2)

Rozktadajgce na utamki proste, obserwujemy

Y(2) =

3z+4 7 2

G-D(+2) 3G-1) 3@E+2

oraz
z+1 B 2 1

G-D(E+2) 3G-1) 3@E+2)
skad wynika, ze

Y(Z):z ol +g ol +§ o +é ol

3z—1 3z42 3z—1 3z+2
5z 2z
_271+z+2'

W rezultacie
Yn =5 X 1, +2(—2)".

6 Tablica transformat

Zn X(z)
On 1
1, &
z—1
z
n
(z — 1)
z
)\’ﬂ
zZ—A
A
n\" _E 5
(z—A)
. zsinw
sin wn
22 —2zcosw + 1
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