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Metoda funkcji opisujacej stuzy do badania stablinoSci
pewnego typu nieliniowych ukladéw automatycznej regu-
lacji. W uktadach tych obiekt jest dynaniczny i liniowy,
natomiast regulator jest statyczny i nieliniowy. Metoda ta
wykorzystuje idee rozwinieé funkcji periodycznej w szereg
trygonometryczny, czyli Fouriera.

2 Funkcja opisujaca elementu nieliniowego

2.1 Szereg trygonometryczny

Zalézmy, ze statyczny element nieliniowy o wejsciu u i wyj-
§ciu y ma charakterystyke u(u), rys. 2.1.
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Rys. 2.1: Element nieliniowy o charakterystyce u(u).
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Jesli zatem

u(t) (2.1)

= Asin(wt),

to

y(t) = p(Asin(wt)) (2.2)

jest sygnatem periodycznym, patrz rys. 2.2.
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Rys. 2.2: Sygnaly u(t) i y(t) elementu nieliniowego o cha-
rakterystyce p(u).

Jego rozwinigciem w szereg Fouriera jest

oo ) 1 oo
Z ay, sin(nwt) + ibo ++ Z by, cos(nwt),

Uwaga 2.2 Skonczony szereg

N N
1
sn(t) = E ay, sin(nwt) + 51)0 ++ E by, cos(nwt)
n=1 n=1

jest przyblizeniem funkeji y(t). Blad tego przyblizenia, czyli
fo —y(wt))?d(wt), maleje do zera, gdy N — oo, o
ile foﬂ 2(wt)d(wt) < oo,

sN wt

2.2 Definicja funkcji opisujacej

Definiujemy teraz nowy element nieliniowy, rys. 2.3. Przy
pobudzeniu sygnalem sinusoidalnym (2.1) na jego wyjéciu
pojawia sig

w(t) = asin(wt) 4+ bcos(wt),

gdzie
2
a= %/0 y(wt) sin(wt)d(wt),
b= % /0 ' y(wt) cos(wt)d(wt),

czyli jedynie pierwsza harmoniczna sygnatu y(t) w (2.2),
czyli ta, dla ktérej n = 1, bowiem a = a1, b = by, patrz
(2.3) i (2.4).

Przy tym szczegélnym pobudzeniu zachowuje sie on
pod pewnym wzgledem jak system liniowy, gdyz jego
sygnal wyjéciowy nie zawiera wyzszych harmonicznych,
czyli sin(2wt), cos(2wt), sin(3wt), cos(3wt) itd.

Jest oczywiste, ze

w
U(s) = o
oraz w <
W(s) = 2 1 o2 2+ W2
Zatem
W(s) a b
= — + 75’
Uis) A Aw
skad wynika, ze
W(s) a b
=+ J>
U(s) s—jw A A

co jest podstawa dla definicji funkcji opisujace;j.

u(t) =Asin(wt t
n=1 n=1 () ( ) J(A) ﬂ
gdzie N L
Rys. 2.3: Element nieliniowy o funkcji opisujacej J(A).
1 2
ap = —/ y(wt) sin(nwt)d(wt), n=1,2,..., (2.3)
TJo Definicja 2.1 (funkcja opisujaca) Funkcjq  opisujacq
1 g2 elementu p(.) nazywamy
by = f/ y(wt)d(wt),
o JAy=2 40
| gen —ata
by = — t) cos(nwt)d(wt), n=1,2,.... (2.4 N o _
s /0 y(wt) cos(nwt)d(wt), n (24) Jedli charakterystyka elemetu nieliniowego pu(.) Jest
. . o funkcja nieparzysta (tzn. jeSli p(—uw) = —p(u) dla
Uwaga 21 J?ZGZZ p(w) Jest funkcjq nieparzystq, to takq wszystkich u), to y(t) takze. W rezultacie b, = 0 dla
jest takze y(t) i w rezultacie by = by = --- = 0. wszystkch n. Wéwcezas J(A) = a1 /A.
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Funkcja opisujaca J(A) jest jedynie przyblizeniem nieli-
niowego elementu o charakterystyce p(u) przedstawionego
na rys. 2.1. Jest ona natomiast doktadna wobec elementu
pokazanego na rys. 2.3, pod warunkiem jednak ze
pobudzenie jest sinusoida.

Zauwazmy na koniec, ze definicja funkcji opisujacej
w oczywisty sposéb nawigzuje do pojecia transmitancji
widmowe;j.

3 Funkcje opisujace wybranych
elementéw nieliniowych

Wyznaczymy teraz funkcje opisujace kilku elementéw nieli-
niowych.

3.1 Przekaznik dwupolozeniowy

Charakterystyka przekaznika dwupolozeniowego, patrz
rys. 3.1, wyraza sie wzorem:
() = -M, dlau<0
) = M, dlau>0.
M
-M

Rys. 3.1: Charakterystyka przekaznika dwupotozeniowego.

Jego sygnal wyjsciowy, przy pobudzeniu sinusoidalnym,
pokazany jest na rys. 3.2. Jest on falag prostokatna
o amplitudzie M. Poniewaz jest ona funkcja nieparzysta,
zatem b = 0, patrz Uwaga 2.1, natomiast

2M [T 2M [T 4M
a= —/ sin(wt)d(wt) = —/ sintdt = —.
™ 0 s 0 s

W rezultacie

aM
J(A) e (3.1)
M - — O
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Rys. 3.2: Pobudzenie sinusoidalne i wyjicie przekaznika
dwupotozeniowego.

3.2 Przekaznik z dwupolozeniowy z histereza

Przekaznik dwupotozeniowy z histereza ma charakterystyke
jak na rys. 3.3. Jego sygnal wyjsciowy pokazuje natomiast

rys. 3.4.
Zatem
a= M /FJF(P sin(wt)d(wt) = M /ﬂw sin tdt
T Jo T Jo
= % Ccos p = % 1-— d—g
o7 v= A2’
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Rys. 3.3: Charakterystyka przekaznika dwupolozeniowego
z histereza

poniewaz Asing = d. Podobnie b = —(4M/7)singp =
—(4M/m)(d/A). W rezultacie
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Rys. 3.4: Pobudzenie sinusoidalne i wyjscie przekaznika
dwupolozeniowego z histereza; Asinyp = d, Asin(m + ¢) =
—d.

4AM

J(A) = —

3.3 Przekaznik tréjpolozeniowy

Charakterystyka przekaznika trépotozeniowego, rys. 3.5,
jest:
M, dlau<—d
w(u) = 0, dla —d<u<d
M, dlawu>d.

]
L

Rys. 3.5: Charakterystyka przekaznika tréjpolozeniowego.

Jego wyjscie pokazane jest na rys. 3.6. Jest oczywiste,
ze b = 0. Ponadto, dla A < d mamy a = 0. Dla A > d,
natomiast

2M [T 2M [TT¢
a= —/ sin(wt)d(wt) = —/ sin Tdr
©

T Jo ™
4M

= —— Cos ¢,
m

przy czym ¢ Jjest takie, ze Asinp = d, co oz
nacza, ze cosp = +/1—(d/A)?2. W rezultacie a =
(4M/m)\/1 — (d?/A?). Ostatecznie

0, dla 0 < A < d,
AM &2

J(A) = )
AV A

dla A > d.

Jak mozna wyliczy¢ maxs J(A) = 2M/wd, ktéra to
wartos¢ jest osiagana dla A = +/2d, patrz rys. 3.7.
Zauwazmy, ze dla d = 0 mamy do czynienia z przekaznikiem
dwupolozeniowym o funkcji opisujacej (3.1).
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Rys. 3.6: Pobudzenie sinusoidalne i wyjscie przekaznika
tréjpotozeniowego; Asinp = Asin(m — @) = d.
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Rys. 3.7: Wykres funkcji J(A/d) przekaznika tréjpotoze-
niowego.

4 Automatyczna regulacja

Zajmiemy si¢ teraz ukladem automatycznej regulacji,
w ktérym regulator jest statycznym elementem nieliniowym
o charakterystyce pu(.), patrz rys. 4.1. Interesowaé nas
bedzie to, czy w stanie ustalonym wystgpia w nim oscylacje.

Kol wll)

V_
—/u()

Rys. 4.1: Uklad automatycznej regulacji z regulatorem o
charakterystyce p(e).

Analizie poddamy uklad, w ktérym rzeczywisty nieli-
niowy regulator zastapiono elementem o funkcji opisujacej
J(A), czyli jego przyblizeniem, patrz rys. 4.2. Za wzgledu
na to przyblizenie wnioski odniesione do rzeczywistego
uktadu mogg byt obarczone bledami. Zakladamy przy tym,
ze yo(t) =0 dlat > 0.

Jedli zatem w systemie maja miejsce drgania sinusoidalne,
tzn. jest tak, ze

g(t) = Asin(wt), (4.1)

to, na mocy definicji funkcji opisujacej,

W(s) _
ES) |z = J(A).
Poniewaz E(s) = —Ko(s)W(s), a wiec
W(s) B 1 1
E(S) s=jw B _KO(S) s=jw B KO(JIW).

Poréwnujac prawe strony otrzymanych wyrazen dochodzi-
my do wniosku, ze parametry drgan (4.1) sa rozwiazaniem
réwnania

J(A)Ko(jw) = —1.

Jesli zatem rozwigzaniem tego réwnania jest np. para
(A%, w*), to e(t) = A*sin(w*t). Nalezy zaznaczyé¢, ze, jak
pézniej zobaczymy, réwnanie to moze nie mie¢ rozwiazania,
moze mie¢ jedno albo wiecej.

uf?)

Rys. 4.2: Uklad automatycznej regulacji z regulatorem o
funkcji opisujacej J(A).

Whiosek 4.1 Warunkiem wystapienia drgan jest istnienie
TOZWIQZANLA TOWNANIA

Ko(jw) = ——.

D (4.2)

5 Przyklady ukladéw automatycznej
regulacji

5.1 Przekaznik dwupolozeniowy

Obiekt inercyjny trzeciego rzedu ma transmitancje

k
(Ths +1)(Tas + 1) (T3s + 1)’

Ko(s) =

natomiast regulator jest dwupolozeniowy. Na rys. 5.1
przedstawiono wykres jego charakterystyki amplitudowo-

fazowej i funkcji
1 TA

S AM

przekaznika.

K Koljo)
I \
J(4)

Przekaznik dwupolozeniowy, Wykres K(jw)

Rys. 5.1:
i1/J(A).

Strzatki pokazuja odpowiednio kierunek wzrostu A i w.
Punkt ich przecigcia wyznacza parametry drgan (A*,w*).
Czestotliwost odezytuje sig z wykresu K (jw), amplitude z
wykresu —1/J(A).
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Rys. 5.2: Przekaznik dwupolozeniowy, trajektorie sygnatu
e(t) na plaszczyznie (g,¢’).

Drgania o amplitudzie mniejszej niz A* beda narastac,
bowiem dla A < A* zachodzi nieréwnos¢ —1/J(A*) <
—1/J(A), co oznacza, ze wykres K(jw) obejmuje punkt
—1/J(A) (patrz kryterium Nyquista). Na tej samej za-
sadzie, drgania o wiekszej amplitudzie beda male¢, bowiem
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dla A > A* wykres K (jw) nie obejmuje punktu —1/J(A).
Zatem wyznaczony cykl drgan (A*,w*) jest stabilny, co
ilustruje rys. 5.2.

5.2 Przekaznik dwupolozeniowy z histereza

Obiekt calkujacy z inercja ma transmitancje

k
K, =—
O(s) S(TS I 1) 5
natomiast regulator dwupolozeniowy ma histereze.

Wykresy Ko(jw) i

_ 1 _—7TA 1_d72+.i
J(A) T 4M A2 Ty

przedstawione sa na rys. 5.3. Miejsce przecigcia wykreséw
wyznacza parametry (A* w*) drgaf sygnatu e(t). Wykres
trajektorii jest podobny do przedstawionego na rys. 5.2.
Cykl graniczny jest stabilny.

Rys. 5.3: Przykaznik dwupolozeniowy z histereza. Wykres
K(jw) i —=1/J(A).

5.3 Przekaznik tréjpolozeniowy
Obiekt inercyjny trzeciego rzedu ma transmitancje

k

Ko(s) =

natomiast regulator jest tréjpolozeniowy.  Rys. 5.4
przedstawia wykresy Ko(jw) i —1/J(A) Ten drugi jest
niejako podwdjny, patrz rys. 3.7.
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Rys. 5.4: Przekaznik tréjpolozeniowy.

—1/J(A).

Wykres K (jw) i

W sytuacji a) réwnanie (4.2) ma dwa rozwigzania:
(A, w*) i (Ag,w*). Mozliwe sa zatem dwa cykle drgan,
a mianowicie €1(t) = Aj sin(w*t) oraz e1(t) = Az sin(w*t),

e
N

Rys. 5.5: Przekaznik tréjpolozeniowy. Trajektorie sygnalu

e(t).

patrz rys. 5.5. W sytuacji b) drgan nie ma. Na zasadzie
jak w przyktadzie z przekaznikiem dwupolozeniowym,
cykl o wigkszej amplitudzie jest stabilny, natomiast ten
0 mniejszej jest niestabilny.

6 Obiekt z op6znieniem

Obiekt ma transmitancje Ko(s) = ke ™(Ts + 1), czyli
jest inercyjny z opoéznieniem 7, natomiast regulator jest
dwupolozeniowy. Réwnanie (4.2), rys. 6.1, ma wiele
rozwiagzan, co oznacza, ze istnieje wiele cykli granicznych.
Ten o najwiekszej amplitudzie jest stabilny, pozostale sa
niestabilne.
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)
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Rys. 6.1: Obiekt z opoznieniem, przekaznik dwupotoze-
niowy. Wykres K (jw) i —1/J(A).

7 Zakonhczenie

Na koniec nalezy przypomnie¢, ze przedstawiona analiza
ma charakter przyblizony. Wnioski dotyczace wystapienia
drgan i wyznaczone parametry drgan sg bowiem obarczone
bledami wynikajacymi z poczynionych przyblizen.

W. GREBLICKI

PODSTAWY AUTOMATYKI

2006



