1 5. REGULACJA AUTOMATYCZNA 1

1 Uklad automatycznej regulacji

System automatycznej regulacji, rys. 1.1, zawiera obiekt
regulacji i regulator o transmitancjach Ko(s) i Kg(s).
Regulator ma zapewni¢ to, ze sygnal wyjsciowy y(t)
obiektu bedzie réwny lub bliski przychodzacemu z zewnatrz
sygnatowi yo(t) warto$ci zadanej. Reaguje on na sygnal
e(t) = yo(t) — y(t), czyli tzw. uchyb regulacji, i podaje
odpowiedni sygnal na wejscie obiektu. O ile transmitancja
obiektu Kp(s) jest zadana, to Kg(s) podlega wyborowi.
Jest to system z ujemnym sprzezeniem zwrotnym, co
wyraznie przedstawia réwnowazny schemat na rys. 1.2.

L

Rys. 1.1: Uklad automatycznej regulacji.
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Rys. 1.2: Réwnowazny schemat ukltadu automatycznej
regulacji.
Na rys. 1.3 pokazana jest natomiast sytuacja z tzw.

otwarta petla sprzezenia zwrotnego. Transmitancja uktadu
otwartego, tzn. uktadu o tym samym wejsciu yg i tym
samym wyjsciu y, jest zatem

K(s) = Ko(s)Kr(s).

otwarta petla

un S w()

Rys. 1.3: Uklad automatycznej regulacji z otwarta petla
sprzezenia zwrotnego.

Transmitancja Kz(s) systemu automatycznej regulacji,
czyli systemu zamknietego, tzn. systemu o wejsciu yg i wyj-
§ciu y, jest zatem réwna

L(s)

_Y(s)  K(s) _ (s)
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M(s)

L)
L(s)+ M(s)’
gdzie, jak zwykle,
_ L(s)
K(s) = M(s)’ (1.1)

przy czym

M(s) = aJnLSm‘i'am—lSm_l +---+ais+ ap, (1.2)

L(s) = bys' + b1+ bys+ bo. (1.3)

Jest wiec oczywiste, ze
Mz(s) = L(s) + M(s)

jest wielomianem charakterystycznym ukladu zamknigtego.
Zgodnie z konwencja przez Az(t) bedziemy oznaczaé
odpowiedz skokowa systemu zamknietego, tzn. sygnal
na wyjéciu obiektu przy pobudzeniu yo(t) przy zerowym
warunku poczatkowym.

Przez Kg(s) oznaczymy teraz tzw. transmitancje uchy-
bowa, tzn. transmitancje systemu o wejsciu yo i wyjsciu €.
Oznaczajac E(s) = £{e(t)} i postepujac jak powyzej,
nietrudno sprawdzi¢, ze wyraza sie ona nastepujacym
wzorem:

_ E(s) 1
skad wynika
_ 1 M)
Kel) =0 T I + M)

Ustaliliémy w ten sposéb, ze Mz(s) jest wielomia-
nem charakterystycznym zaréwno transmitancji systemu
zamknietego jak i transmitancji uchybowej. Méwimy zatem
po prostu, ze jest to wielomian charakterystyczny systemu
automatycznej regulacji.

2 Wymagania

Zasadnicza wlasno$¢ jaka powinien posiada¢ uklad au-
tomatycznej regulacji jest stabilno$¢. Istotna cecha jest
ponadto szybko$¢ regulacji, czyli szybkos¢ z jaka re-
dukowany jest uchyb regulacji.

Analizujac wlasnoSci systemu zakladamy, ze warunki
poczatkowe w obiekcie i regulatorze sa zerowe. Ponadto,

(2.1)

2.1 Uchyb w stanie ustalonym

Podstawowe zadanie postawione wobec systemu polega na
tym aby w zalozonej sytuacji granica uchybu lim;_, €(¢),
czyli tym samym granica lim; ., y(t), istniala. Ma to
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy system zamkniety jest
stabilny, co podajemy jako ponizsza wlasno§¢:

Wiasnoéé 2.1 (stabilno$c) Kazda z granic lims_,. (%)
i limy_ oo y(t) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy system
requlacji jest stabilny.

Z twierdzenia granicznego dotyczacego transformacji
Laplace’a wynika, ze wspomniana granica, czyli o, =
lim; o e(t), jest réwna Kpg(0), skad, po uwzglednieniu
(1.4), wynika

Wiasnos$¢ 2.2 (uchyb w stanie ustalonym) W syste-
mie stabilnym (i tylko takim)

1

1+ K(0)

oo =
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2 5. REGULACJA AUTOMATYCZNA 2

Czy system automatycznej regulacji jest stabilny mozna
ustali¢ korzystajac ze znanych nam kryteriéw, a to:
twierdzenia o znaku wspélczynnikéw, kryterium Hurwitza,
Michajlowa oraz kryterium Nyquista.

Uwaga 2.1 Zagdanie aby regulator zapewnial, Zze, dla
kazdego sygnatu yo(t), ma miejsce réwnosé y(t) = yo(t) dla
wszystkich t > 0 jest niemozliwe do spetnienia. Jest ono
bowiem réwnowazne temu, e Kz(s) =1, czyli réwnosci

Ko(s)KRr(s)
1+ Ko(S)KR(S)

:]_,

tzn. Ko(s)Kgr(s) =14 Ko(s)Krg(s), ktdra to réwnosé nie
moze byé spelniona dla tadnej transmitancji Kg(s).

2.2 Szybkos¢ regulacji

Kolejny aspekt $wiadczacy o jakosci systemu zwiazany jest
z szybko$cig regulacji. Ocenimy ja biorac pod uwage
wyjécie obiektu, czyli odpowiedZ skokowa Az(t) systemu
zamknietego i jej pochodne w punkcie ¢ = 0, czyli Az(0),
)\(Zl)(()), )\(ZZ)(O) itd. Dla przyktadu, regulacje, w ktorej
Az(0) =01 /\(Zl)(O) > 0 bedziemy uwazaé za szybszg od
tej, ktora zapewnia, ze Az(0) = )\(ZI)(O) = 0 i dopiero
)\(ZZ) (0) > 0. Innymi stowy, im mniej kolejnych pochodnych
odpowiedzi Az (t) systemu zamknietego zeruje sie w punkcie
t = 0, tym lepiej. Korzystajac z wezeéniejszych wynikéw!,
mozemy podag:

Wiasnoéé 2.3 (szybko$c regulacji) W systemie auto-
matycznej requlacyi

Az(0) =25 (0) = - = AZ7(0) =0

i dopiero )\(Zp) (0) £ 0,

gdzie p jest réznicq pomiedzy stopniami wielomandw Mz(s)
i Lz(s) w transmitancji Kz(s) = Lz(s)/Mz(s) systemu
zamknietego.

Szybko§¢ reakcji systemu zalezy zatem od réznicy
pomiedzy stopniami wielomianéw Myz(s) 1 Lz(s). Im
mniejsza, tym lepie;j.

2.3 Podsumowanie wymagan

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze od regulatora zadamy,
aby zapewnil on:

» stabilno$¢ systemu,

» malg warto$¢ uchybu w stanie ustalonym,

» duza szybko$t regulacji dla malych ¢.

Uwzglednienie = wszystkich — powyzszych  wymagan

prowadzi do regulatora zapewniajacego poprawny przebieg
uchybu zaréwno w jego poczatkowej, jak réwniez koncowej
fazie.

3 Regulacja statyczna

3.1 Wilasnosci

Uktad regulacji, w ktérym transmitancja K(s) systemu
otwartego nie ma bieguna w punkcie s = 0 nazywamy

Ipatrz: 2. SYSTEMY DYNAMICZNE, Wilasnosé¢ 9.1.

statycznym. Je8li ponadto uklad otwarty jest stabilny,
to jego wzmocnienie w stanie ustalonym jest skonczone
i w zwiazku z tym ma on charakterystyke statyczna, co
uzasadnia nazwe calego ukladu regulacji. Zbadamy teraz
asymptotyczne wlasnoéci uchybu.

Wiasnos¢ 3.1 W statycznym, stabilnym uktadzie regulacyi

€00 # 0.

Dowéd. Wystarczy odwola¢ sie do WlasnoSci 2.2
i zauwazyc, ze
K (0) S
=—— 4
b L(0) + M(0)

bowiem system regulacji jest stabilny, skad wynika, ze s = 0
nie jest pierwiastkiem jego wielomianu charakterystycznego
L(s)+ M(s). O

3.2 Regulacja P

Zbadamy teraz wlasnosci ukladu regulacji statycznej,
w ktérym regulator ma transmitancje

KR(S) = k,

czyli jest proporcjonalny. Moéwimy, ze jest to regulator
typu P.

Zakladamy ponadto, ze stabilny obiekt regulacji o
charakterze inercyjnym ma transmitancje

(3.1)

gdzie
Mo(s) = ams™ + -+ a1s + ao,

przy czym a., > 0, ktéry to wielomian jest jednocze$nie
wielomianem charakterystycznym systemu otwartego. Po-
nadto ag > 0, co wynika ze stabilno$ci obiektu i twierdzenia
o znaku wspoétczynnikéw. Obiekt stanowi wiec kaskadowe
polaczenie elementéw inercyjnych pierwszego rzedu i ele-
mentéw oscylacyjnych.

Jest oczywiste, ze poniewaz transmitancja ukladu ot-
wartego jest

k
M0(8>

K(s) = Kr(s)Ko(s)=

k

ams™ + -+ a1s+ap

Am, (5 -

zatem

K(jw) = kKo(jw)
k
am (Jw)™ + -+ + a1 (jw) + ao
k

am (jw — $1)(jw — 82) -+ (Jw = 5m)

gdzie s1,..., 8, sa pierwiastkami wielomianu Mo (s).
Dla rzeczywistego s1, wyrazenie

1
|jW—81|
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3 5. REGULACJA AUTOMATYCZNA 3

jest malejaca funkcjg argumentu w. Podobnie jest dla

1
|(jw — s1)(jw —51)|

czyli pary zespolonej (s1,82 = 51). Dla k > 0 zatem,
charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu otwartego,
tzn. wykres

K(jw) = kKo(jw) = kKo(jw)
dla w € [0, 00), zaczyna sie w punkcie k/ag > 0 i ma ksztalt

zwijajacej sie spirali przechodzacej kolejno przez m Ewiartek
plaszczyzny jak to pokazuje rys. 3.1.

NP TN
Rys. 3.1:

Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu
otwartego.

Jest wiec oczywiste, ze — dla stabilnosci — spoéréd punk-
téw charakterystyki przecinajacych o$ liczb rzeczywistych
najistotniejszy jest ten, ktéry jest najbardziej wysuniety na
lewo. Odpowiada on najmniejszej warto$ci w rozwiazujacej
réwnanie ImkKp(jw) = 0. Osznaczajac ja przez w*
i odwolujac sie do kryterium Nyquista? dochodzimy do
wniosku, ze, dla k > 0, warunkiem stabilnoSci jest
spelnienie nieréwnosci

—1 < kRe Ko (jw"),

czyli k < —1/Re Ko (jw*). Z tego samego rysunku wynika,
ze dla k < 0 warunkiem stabilnoéci jest nieréwnosc¢

-1< kKo(O),

czyli —ag < k.

Ostatecznie stwierdzamy, ze system zamkniety jest sta-
bilny wtedy i tylko wtedy, gdy wzmocnienie regulatora
spelnia nieréwnos$ci

kmin <k< kmaxa (32)

gdzie

1
—Re Ko (jw*)’
Zauwazmy przy tym, ze kmin < 0 < kmax-

7 Wiasnosci 3.1 wynika, ze, jeSli wzmocnienie regulatora
spelia warunek (3.2), to

kmin = —ao, kmax =

1 1
©° T 11 kKo(0) 1+ k/ao

#0,

a zatem

1 1

0< =
1 + klnaxKO (O) 1 + krnax/ao

< €0,

co oznacza istnienie dolnego ograniczenia dla uchybu
w stanie ustalonym. Aby e, bylo male, wspétczynnik
wzmocnienia regulatora k powinien by¢ mozliwie duzy,

2patrz: 4. KRYTERIUM NYQUISTA

bliski kpax. Warto jeszcze zwrdéci¢ uwage na to, ze ujemne
k jest gorsze od k = 0, tzn. od sytuacji, w ktorej stosuje
sie zadnej regulacji. Dla dodatnich k zapewniajacych
stabilno$t zatem

1 1

0< =
1 + kmaxKO(O) 1 + kmax/aO

< Es < 1.

Jesli chodzi o szybkos¢ regulacji, to z Wiasnosci 2.3 i tego,
ze
k k

- k+ Mo(s) - A 8™+ -+ ars+ (ag + k)’

Kz(s)

wynika natomiast
Az(0) =AZ(0) = =AF7V(0) =0
i dopiero )\(Zm)(O) =k/am,

przy czym )\(Zm) (0) =Ek/am, > 0.

Przyklad 3.1 Dia Ko(s) = 1/(2s + 1)® charakterystyka

amplitudowo-fazowa systemu otwartego o transmitancyi

k/(2s+1)3 pokazana jest na rys. 3.2. Jest to wykres funkcji
k B k

(2w +1)3  (—12w2 + 1) + jw (—8w? +6)

kKo(jw) =

Rozwigzujge réwnanie Im Ko (jw) = 0 (czyli réwnowazne
mu —8w? + 6 = 0) otrzymujemy w* = \/3/2 i znajdujemy
nastgpnie Re Ko(jw*) = k/(—12(w*)? + 1) = —k/8.
Wynika stad, ze kmax = 8. Poniewaz Ko(0) = 1, zatem
kmin = —1. System zamkniety jest zatem stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy —1 < k < 8. Dla takiego k: oo =
/(1 4+ k) > 1/9, y0) = yM(0) = y?(0) = 0 oraz
y@®(t) = k/8.

Rys. 3.2: Charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu
otwartego, Przyktad 3.1.

4 Regulacja astatyczna

4.1 Wilasnosci

Zalézmy teraz, ze transmitancja K (s) ukladu otwartego ma
pojedynczy biegun w punkcie s = 0. Uklad otwarty, nie
bedac stabilnym, nie ma zatem charakterystyki statycznej,
czyli jest astatyczny. Jego zasadnicza wilasno$¢ dotyczaca
uchybu w stanie ustalonym, ktéra odréznia go od uktadu z
regulatorem P, podana jest ponizej.

W dalszym ciagu yo(t) = 1(¢) i warunki poczatkowe w
obiekcie i regulatorze sa zerowe.

Wiasnos$c 4.1 W stabilnym, astatycznym ukladzie regu-
lacyi
€00 = 0.

Dowéd. Poniewaz na mocy zalozenia system zamkniety
jest stabilny, wiec granica lim;_, o, £(¢) istnieje. Korzystajac
teraz z Wiasnosci 2.2 i zauwazajac, ze K (0) = oo, koficzymy
dowdd. |

W. GREBLICKI

PODSTAWY AUTOMATYKI

2006



4 5. REGULACJA AUTOMATYCZNA 4

4.2 Regulacja I

Oméwimy teraz regulacje typu I, czyli regulacje, w ktérej
zastosowano calkujacy regulator o transmitancji

czyli regulator typu I. Poniewaz obiekt jest w dalszym ciggu
inercyjny jak w (3.1), a wiec transmitacja ukltadu otwartego
jest

k

K(s) = SMo(s)”

Jego charakterystyka amplitudowo-fazowa pokazana jest na
rys 4.1. Dla w — 0, ma ona asymptote réwnolegla do osi
Im, dla w — oo ma ksztalt zwijajacej sie spirali i przechodzi
kolejno przez m ¢wiartek plaszczyzny.

/—H>O k<0
I

Rys. 4.1: Charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu
otwartego z regulatorem I.

Z kryterium Nyquista wynika, ze spoSréd punktéw
charakterystyki przecinajacych o§ liczb rzeczywistych naj-
istotniejszy jest ten, ktéry polozony najbardziej na lewo.
Dla k£ > 0 odpowiada on najmniejszej wartosci w bedacej
rozwiazaniem réwnania Im kKo (jw) = 0. Oznaczajac ja
przez w* dochodzimy do wniosku, ze warunkiem stabilnosci
jest spelienie nieréwnoéci

—1 < kRe Ko(jw").
Dla k& < 0, natomiast Aargyc, ., K(jw) # 7/2, co
oznacza, ze system jest niestabilny. Oznaczajac

1
" Re Ko (jw*)’

kmax =

mozemy zatem napisac, ze system jest stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy

0 <k < kmax-
Poniewaz
k
K =
28 = T Mo ()
k

A 8™+ a182 + sag + k7

na podstawie Wlasno$ci 2.3 wnioskujemy, ze

Az(0) =2 (0) = =2 (0) =0

i dopiero AY"™(0) = k/ay,

7 powyzszego ustalenia wynika, ze regulacja I jest wol-
niejsza od regulacji P. Teraz bowiem, dopiero )\(Zm+1)(0) =+
0, co oznacza, ze dopiero m + 1 pochodna jest niezerowa,
podczas gdy dla regulatora P juz )\(Zm)(O) #0.

Reasumujac mozemy stwierdzi¢, ze regulacja I ma lepsze
wlasnoSci asymptotyczne, gdyz zapewnia zerowy uchyb
ustalony. Regulacja P jest natomiast szybsza.

1

Rys. 4.2: Uchyb w regulacji P oraz I, Przyklad 4.1.

AN

N

Rys. 4.3: Wyjscie obiektu w regulacji P oraz I, Przyklad 4.1.

t

Przyklad 4.1 Transmitancjq obiektu jest Ko(s) = 6/(s+
1). Rys. 4.2 przedstawia uchyb przy zastosowaniu regula-
toréw P oraz I o transmitancjach, odpowiednio, Kr(s) =1
i Kr(s) =1/s. Regulator I zapewnia wiec lepsze wlasno§ci
asymptotyczne, bowiem dla niego o = 0. Na 1ys. 4.3
pokazane jast natomiast wyjscie obiektu. Szybkost regulacyi
P jest wigksza, bowiem y(0) = 0, y1(0) > 0, podczas gdy
dla regulacji I: y(0) =y (0) = 0 i dopiero y*(0) > 0.

4.3 Regulacja PI

Regulator PI, ma transmitancje
1
KR(S) =k + kgg

Mozna uwazac, ze powstal on przez réwnolegle potaczenie
regulatora proporcjonalnego i calkujacego, patrz rys. 4.4.
Poniewaz jego transmitancja ma biegun w punkcie s = 0,
dla ki oraz ko gwarantujacych stabilno$¢, zatem e, = 0.

K

1@%

Rys. 4.4: Regulator PI.

Jesli ponadto transmitancja obiektu jest jak w (3.1), to

1 1\ ski+ ks
K = 300) (’“ ““25) = o(s)’

skad wynika

sk1 + ko
(sk1 + k2) + sMo(s)

Kz(s) =

Poniewaz réznica pomiedzy stopniami wielomianéw w mia-
nowniku i liczniku wynosi (m + 1) — 1 = m, wiec

Az(0) =2 (0) = = AZ7V(0) =0

i dopiero )\(Zm)(O) =ki/am.

Regulacja PI zapewnia zatem zerowy uchyb ustalony jak
ma to miejsce przy regulacji I. Ponadto jest szybsza od
regulacji I, jest tak szybka jak regulacja P. Przyklad 4.2
pokazuje to wyraZnie.
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5 5. REGULACJA AUTOMATYCZNA 5

Przyklad 4.2 Niech teraz Ko(s) = 10/(s+2) oraz yo(t) =
1(t). Dla regulatoréw P, I oraz PI o transmitancjach 1, 1/s,
oraz 1 + 1/s, uchyb przedstawiono na rys. 4.5. Wyzszo§é
requlacji PI jest oczywista.

1+

PI \/1 t

Rys. 4.5: Uchyb w regulacji P, I oraz PI, Przyklad 4.2.

4.4 Regulacja PID

Regulator PID (D odnosi si¢ do rézniczkowania), patrz
rys. 4.6, ma transmitancje

1
KR(S) = kl —+ kgg + kgS.

Jest oczywiste, ze, dla k1, k2, k3 zapewniajacych stabilnos¢.
zachodzi r6wno$¢ e, = 0. Dla obiektu jak w (3.1),

1 1 k‘382+k‘18+k‘2
Ks)=—— k1 +k—+k =
)= iy (b g ko) = B

a zatem
k3s? + k k
Ky(s) = 35° + K15 + K2

(k3s? + kis + ko) + sMo(s)

Zauwazajac, ze réznica pomiedzy stopniami wielomianéw
w mianowniku i liczniku jest réwna (m + 1) — 2 = m —
1 i argumentujac jak to robiliémy wczeéniej bez trudu
dochodzimy do wniosku, ze

Az(0) =25 (0) = = AZ7(0) =0

i dopiero )\(Zm_l)(()) = ks/am,.

Regulacja PID zapewnia zatem zerowy uchyb w stanie
ustalonym i jest najszybsza z omawianych.

Rys. 4.6: Regulator PID.

Przyklad 4.3 W przykladzie Ko(s) = 1/(s + 1)2, nato-

miast Kg(s) = 141/s oraz Kg(s) = 14+1/s+s. Dla malych

t regulacja PID jest lepsza, bowiem dla mniej y(l)(O) >
0, natomiast w regulacji PI: y™M(0) = 0.
asymptotyczne sq jednakowe, bowiem w obu €, = 0.

5 Podsumowanie

Wyniki analizy przeprowadzonej dla stabilnego obiektu
inercyjnego (3.1) i réznych typéw regulacji zestawiono
w dwéch tabelach ponizej. Mozemy dzieki temu poréwnaé

Wiasnosci

Rys. 4.7 Wyjécie obiektu y(t) w regulacji PI i PID,
Przyktad 4.3.

wiasnosSci regulacji P, I, PI oraz PID zaréwno dla matych,
jak i duzych t, czyli pod katem szybkosci dzialania
w poczatkowym przebiegu oraz wlasnosci asymptotycznych.

W regulacji P uchyb w stanie ustalonym jest niezerowy,
catkujacy czlon I redukuje ten uchyb do zera. Jesli chodzi
o szybkos$¢ najlepsze wlasnoéci zapewnia regulator PID,
gorsze wlasno$ci ma regulacja PI oraz P, najwolniejsza jest
regulacja I.

Uchyb w stanie ustalonym
yo (t) = 1(t)
P I PI PID
#0 0 0 0
Szybkos¢ regulacji
P | I| PI |PID
Az(0) 0 |0 O 0
A2 (0 0 |o] o | o
A= (0) 0 |0] 0 | £0
AgU0) [ #£0 0] £0] #£0
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