1 4. SPRZEZNIE ZWROTNE. KRYTERIUM NYQUISTA 1

1 Sprzezenie zwrotne transmitancijg uktadu zamknietego jest
Struktura jak na rys 1.1 nazywa si¢ sprzezeniem zwrotnym. Ky(s) = 55+6
Ze wrzgledu na to, ze w(t) = u(t) — y(t), méwimy, ze (5% +25% +3s +4) + (55 + 6)
sprzezenie jest ujemne. Dla w(t) = u(t) + y(t) sprzezenie _ 5s + 6
byloby dodatnie. 834252485+ 10"
K(s) . s 2 Stabilnos¢
ut) - u(?) o) | ud Stabilno$¢ systemu zamknietego zalezy od pierwiastkéw
y(j) jego réwnania charakterystycznego
Rys. 1.1: System ze sprzezeniem zwrotnym. L(s)+ M(s) =0,

O sytuacji jak na rys. 1.2, méwimy, ze petla sprzezenia czyli biegunéw jego transmitancji Kz(s). Jest on stabilny
zaostala otwarta. Sygnal wejsciowy w(t) pokonuje trans- Wwtedy i tylko wtedy, gdy lezg one w lewe]j péiplaszczyznie.
mitancje K (s) i na wyjéciu pokazuje sie sygnat y(t). Zatem Aby stwierdzi¢, czy fakt ten ma miejsce mozna zastosowaé
K(s) jest transmitancja systemu otwartego. Przyjmujemy dowolne ze znanych nam kryteriow, czyli

przy tym, ze e twierdzenie o znaku wspoétczynnikéw,
L(s) o kryterium Hurwitza,
K = 316y o kryterium Michajt
s yterium Michajlowa,

kaz ktadach.
gdzie L(s) i M(s) sa wielomianami. €0 poRazeiiy na praykiadac

Przykiad 2.1 (znak wspélczynnikéw) System otwarty
K(s) D D ma transmitancje
wh) - Ry _
K(s)= ——.
otwarta /( (D) () (s+1)3
peta <
Z Wiasnosci 1.1 wynika, ze wielomianem charakterysty-
cznym systemu zamknietego jest

Rys. 1.2: Otwarta petla sprzezenia zwrotnego.

Aby wyznaczy¢ transmitancje My(s)=(s+ 1)+ (s—2) = s>+ 35> +4s — 1.

Poniewa? jego wspdlczynniki sq  réinych  znakow,
z twierdzenia o znaku wspélczynnikéow wynika, 2e system
zamkniety jest niestabilny.

systemu zamknietego, zauwazamy, ze

Y(s)= K(s)W(s) Przyklad 2.2 (Hurwitz) Transmitacjg ukladu otwartego
W(s)= Uls) = Y(s). est |
< 1. K(S) =3 252 3 4°
dzieki czemu 8%+ 28° + 95+
Wielomianem charakterystycznym ukladu zamknietego jest
L(s) zatem
Ky(s) = K(s) M(s) 3 2 3 2
TR K(s) s L(s) Mz(s)=(s+2s"+3s+4)+1=s"42s°+ 35+ 5,
(5) skqgd wynika, ze
_ Ly (1.1)
O L(s)+ M(s) ' 2 50 9 &
H;=|1 3 0 ,Hg:[l },H1:[2].
Zgodnie z przyjeta wczesniej konwencja 0 2 5 3
Kz(s) = Lz(s) 7 System zamkniety stabilny, bowiem A1 =2 >0, Ay =1 >
Mz (s) 0, Az =5>0.
skad wynika Przykilad 2.3 (Michajlow) Dla systemu jak w Przykla-
dzie 2.2,
Wiasnos¢ 1.1 Wielomianem charakterystycznym systemu e
zamknietego jest Mz (jw) = (—2w? +5) + j(—w® + 3w).
Mz(s) = L(s) + M(s). Wykres Michajlowa pokazany jest na rys. 2.1. PoniewaZ
Przyklad 1.1 Dia transmitancji systemu otwartego Aargye,, oo Mz (jw) = 37
<w<oo 27

55+ 6
$3+25243s5+4

K(s) =

system zamkniety jest stabilny.
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Rys. 2.1: Wykres Michajlowa Mz (jw), Przykiad 2.3.

3 Kryterium Nyquista

Kryterium Nyquista, ktére teraz omoéwimy, zostalo opra-
cowane specjalnie dla systemu z ujemnym sprzezeniem
zwrotnym. Podamy je dla trzech odrebnych przypadkéw.
W pierwszym system otwarty jest stabilny, w drugim oprécz
stabilnych ma jeden biegun w punkcie s = 0, czyli ma
charakter catkujacy, w trzecim oprécz biegunéw stabilnych
ma bieguny niestabilne w prawej péiptaszczyznie.

W kryterium tym sporzadza sie wykres Nyquista, rys. 3.1,
na ktérym przedstawiona jest

e charakterystyka amlitudowo-fazowa systemu otwar-
tego, czyli wykres funkcji K (jw) dla w € [0,00),
e oraz zaznaczony jest punkt (—1,50).
O stabilnoSci ukladu zamknigtego wnioskuje sie na pod-

stawie usytuowania charakterystyki wzgledem wspomnia-
nego punktu.

(_ 1 ) 0)
‘e
charakterystyka
amplitudowo-fazowa
systemu otwartego

Rys. 3.1: Przykladowy wykres Nyquista.

Przypominamy jeszcze, ze M(S) = ams™ + -+ a15+ ag
i zakladamy, ze

am > 0 oraz [ < m, (3.1)

gdzie [ jest stopniem wielomianu L(s).

W  naszych rozwazanich nawigzujemy do argumen-
tacji stosowanej przy omawianiu kryterium Michajlowa!.
W szczegblnosci np. dla funkcji wymiernej G(s),

Aarg G(jw) = lim arg G(jw) — arg G(40).
0<w<oo w00
Jest oczywiste, Zze rozwiazania réwnan L(s) + M(s) = 0
(czyli bieguny transmitancji systemu zamknigtego)
il + K(s) = 0 sg identyczne, bowiem
L(s) L(s)+ M(s)
1+ K(s)=1 = 3.2

Wynika stad

Uwaga 3.1 System zamkniety ma biegun na osi liczb
urojonych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwigzanie
rOWNANLQ

1+ K(jw) =0.

Ipatrz: 3. STABILNOS$¢. KRYTERIA, § 3.4. Kryterium Michajlowa.

Uwaga powyzsza oznacza, ze system zamkniety ma
biegun na osi liczb urojonych wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje w takie, ze K(jw) = —1. W sytuacji takiej wykres
Nyquista (charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu
otwartego) przechodzi przez punkt (—1,50).

Uwaga 3.2 Zaldzmy, ze system zamkniety nie ma zadnego
bieguna na osi liczb urojonych. System zamkniety nie ma
ponadto zadnego bieqguna w prawej poélplaszczyinie wtedy
1 tylko wtedy, gdy

. ™ .
Aargpc oo 1+ K(jw)] = m§ —Aargpc,coo M (jw).

Dowdéd. Na podstawie (3.2) mozemy napisaé, ze

4 K (i) = L(jw;ijwM) (jw),
a zatem

Aargyc oo 14+ K(jw)]
= Aargpc,coo [L(jw) + M (jw)] — Aargp<y,coo M(jw).

7 kryterium Michajlowa wynika, ze system zamkniety nie

ma bieguna w prawej poéiplaszczyznie wtedy i tylko wtedy,

gdy -
Aarggc, <o [L(jw) + M (jw)] = mes

a to dlatego poniewaz m jest stopniem wielomianu
L(s) + M(s) (z uwagi na zalozenie, ze | < m, patrz (3.1)),

co koniczy dowdd. (|
3.1 System otwarty stabilny
Zakladamy teraz, ze system otwarty jest stabilny.

Z Uwag 3.1 1 3.2 wynika

Twierdzenie 3.1 Zaldzmy, ze system otwarty jest sta-
bilny. System zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnione sq ponizsze dwa warunki:

1+ K(jw) # 0 dla wszystkich w € [0, 00), (3.3)

Aargyc,<oo [1 + K(jw)] = 0. (3.4)

Dowdéd. Drzieki Uwadze 3.1, (3.3) jest réwnowazne temu,
ze system zamkniety nie ma bieguna na osi liczb urojonych.
Zalozona stabilno$¢ systemu otwartego jest réwnoznaczna

réwnosci
s

2 )
co, dzieki (3.4) i Uwadze 3.2, jest réwnoznaczne brakowi
biegunéw w prawej polplaszczyznie. Zatem (3.3) i (3.4) sa
lgcznie réwnowazne stabilnoSci. O

Kryterium polega na badaniu wykresu Nyquista, czyli
wzajemnego usytuowania charakterystyki amplitudowo-
fazowej systemu otwartego i punktu (—1,50). Mozliwe
sa trzy sytuacje przedstawione na rys. 3.2. Wykresy
zaczynaja si¢ oczywiscie w punkcie K(0), przy czym dla
kazdego z nich K(0) > 0. Dla K(0) < 0 analiza i wnioski
sg podobne.

Zaczniemy od sytuacji (a), z ktéra powiazany jest
warunek (3.3), a raczej jego negacja. Jej istota jest
bowiem to, ze wykres Nyquista, czyli wykres K(jw),

Aargy<,coo M(jw) =
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(b)

A~

Rys. 3.2 Mozliwe  usytuowania charakterystyki
amplitudowo-fazowej K (jw) ukladu otwartego wzgledem
punktu (—1,50), K(0) > 0.

przechodzi przez punkt (—1,50). System zamknigty jest
wiec niestabilny.

W sytuacjach (b) 1 (c) mnalezy ustalié wartosé
Aargyc, o0 [1 + K(jw)]. Do (b) odnosi sie bezposrednio
rys. 3.3, Zaznaczono na nim wektor 1 + K(jw) i ten
sam wektor po przesunieciu réwnolegtlym w lewo o 1.
Interesujacy nas kat argg<,, .o [1+ K (jw)] nie ulega zmianie
przy tym przesunieciu. Dzieki temu w sytuacji jak na
rysunku latwo ustali¢, ze

A arg0§w<<x> [1 + K(jw)] =27 7& 07
co oznacza niestabilno$é.

charakterystyka
amplitudowo-fazowa

(_Lj 0) sylstemu otwartego
VO] NN
0 p’?ej"é G@ %2
’IIQC‘[II

Rys. 3.3: Wykres Nyquista, Aargyc, o [1+ K(jw)] =
—27. Zaznaczone katy sa takie same.

Sytuacji (c) natomiast odpowiada rys. 3.4, uproszczony
w stosunku do rys. 3.3. Wektor zaznaczony jako 1+ K (jw)
jest bowiem de facto wektorem 1 + K(jw) dopiero po
przesunieciu réwnolegle w lewo o 1. Poniewaz

A arg[)§w<oo [1 + K(Jw)] = 07
zatem system jest stabilny.

charakterystyka
amplitudowo-fazowa
systemu otwartego

(-1, 0)

T
&)

1L A)j(,,

arg[14+K(jw)]

Rys. 3.4: Wykres Nyquista, A argg<,,. o, [1 + K(jw)] = 0.

Dzigki temu, w formie Wniosku, podamy teraz geome-
tryczng wersje kryterium.

Whniosek 3.1 Zaloimy, ze system otwarty jest stabilny.
System zamkniety jest stabilny wtedy i tyko wtedy, gdy
charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu otwartego

e ani nie przechodzi przez punkt (—1, j0)
e ani go nie obejmuge.

Przyklad 3.1 System otwarty o transmitancji K(s) =
5/(s + 1)® jest oczywiscie stabilny. Na rys. 3.5 przed-
stawiono jego charakterystyke amplitudowo-fazowq oraz, w
powiekszeniu, jej fragment w poblizu punktu (—1,50). Nie
obejmugje ona punktu (—1,70), Aarg)<, «oo[l+K(jw)] =0,
system zamkniety jest stabilny. B

Rys. 3.5: Wykres Nyquista, (fragment w pow1@kszen1u
Przyklad 3.1, Aargy<, . [1 + K(jw)] = 0.

Przyklad 3.2 Niech teraz K(s) = 15/(s +1)3
Aargc, o[l + K(jw)] = =27 # 0,

. Poniewaz
rys. 3.6, system zamkniety nie jest wiec stabilny.

7 7

Rys. 3.6: Wykres Nyquista, Przyklad 3.2, Aargg<, <[l +
K(jw)] = —2n7.

3.2 System otwarty ma element calkujacy

Zalézmy teraz, ze oprécz biegunéw stabilnych, system
otwarty ma jeden biegun, powiedzmy s;, w punkcie 0.
Oznacza to, ze wielomian M(s) ma jeden pierwiastek
s1 = 0, a pozostale w lewej pélptaszczyznie. Jest oczywiste,
ze system otwarty nie jest stabilny, zawiera on bowiem
element calkujacy.

Poniewaz
Aarg0§w<oo(sl —jw) =0
1
. T
AargO§w<oo(si —Jjw) = b)

dla kazdego pozostalego stabilnego bieguna s;, zatem
argumentujac jak w dowodzie kryterium Michajtowa, otrzy-
mujemy -

oFs
7 Lematéw 3.1 1 3.2 wynika wiec, ze warunkiem stabilno§ci
systemu zamknigtego jest

A arg0§w<oo M(]OJ) = (m

T
— 1) =
)5 =75

skad wynika ponizsza wersja kryterium Nyquista:

A a1y [1+ K (j)] = m — (m

Twierdzenie 3.2 Zaldzmy, e system otwarty ma jeden
biegun w punkcie s = 0 i pozostate stabilne. System
zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony
jest warunek (3.3) i ponadto

Aarggc,coo [1+ K(jw)] = 5
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Geometryczna forma kryterium ma postaé jak ponizej:

Whniosek 3.2 Zaldimy, ze system otwarty ma jeden biegun
w punkcie s 0 i pozostate stabilne. System zamkniety
jest stabilny wtedy @ tyko wtedy, gdy charakterystyka
amplitudowo-fazowa systemu otwartego

e ani nie przechodzi przez punkt (—1, j0)

e ani go nie obejmuge.

Przyklad 3.3 Transmitancja systemu otwartego K(s) =
1/5(s + 1)% ma jeden biegun w punkcie s = 0, a pozostale
w lewej potplaszczyznie. Poniewaz z rys. 8.7 wynika, ze

Aargyeooll + K(je)] = 2

System zamkniety wiec jest stabilny.

-1 _‘1

1-10
-0,8

Rys. 3.7: Wykres Nyquista (fragment w powigkszeniu),
Przyklad 3.3, Aargy oo/l + K(jw)] = /2.

Przykiad 3.4 Niech K(s) 4/s(s + 1)%.  System
zamkniety jest niestabilny, poniewaz z rys. 3.8 wynika, ze

) 3 T
Aargy ., «ooll + K(jw)] = §7r # 5

-08

Rys. 3.8: Przyklad 3.4, Aargg_, .. [1 + K(jw)] = 37/2.

3.3 System otwarty ma bieguny w prawej
polplaszczyznie

Podamy teraz kryterium w wersji dostosowanej do sytuacji,
w ktérej uklad otwarty jest niestabilny, ma bieguny
w prawej poiptaszczyznie. Ich liczbe mozna ustali¢ stosujac
Twierdzenie Routha-Hurwitza.

Twierdzenie 3.3 Zaldimy, e transmitancja K(s) sys-
temu otwartego ma m4 biegundw w prawej, a pozostale
w lewej pdlplaszezyznie. System zamknigty jest stabilny
wtedy 1 tylko, gdy spelniony jest warunek (3.3) i ponadto
Aarg [1+ K(jw)] = mym.
O<w<oo
Dowéd.  Wszystkie pierwiastki wielomianu charak-
terystycznego M(s) leza w lewej pélplaszczyznie z wy-
jatkiem m po prawej, skad wynika
Aarg M(jw) = (m — 2m+)z.
0<w<oo 2

Przywotanie Uwagi 3.2 konczy dowdd. U

Przykiad 3.5 System otwarty o transmitancyji

12
K(s) =
(s) (s+4)(s+2)(s—1)
nie jest stabilny, gdyz ma ona biegun w prawej
potplaszczyznie. Na rys. 8.9 przedstawiono jego charak-

terystyke amplitudowo-fazowg. Wynika 2z mniego, ze
Aargy,«ooll + K(jw)] = m, skad wyciggamy wniosek, ze
system zamkniety jest stabilny.

1-0,1
Rys. 3.9: Przyklad 3.5, Aargg o [1 + K(jw)]

= T.

4 Podsumowanie

Kryterium Nyquista stuzy do badania stabilnoéci systemow
z ujemnym sprzezeniem zwrotnym. O stabilnoéci decy-
duje polozenie punktu (—1,50) wzgledem charakterystyki
amplitudowo-fazowej systemu otwartego. Podaje ono
warunek, ktory jest jednoczesnie konieczny i wystarczajacy.
Spelnienie warunku jest réwnoznaczne stabilnoSci, brak
spelnienia jest réwnoznaczny z niestabilnoScia.

Analityczna forma kryterium jest inna gdy system otwar-
ty jest stabilny, inna gdy zawiera on element calkujacy.
Geometryczna wersja jest jednakowa w obu przypadkach,
a mianowicie:

System zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu otwartego

e ani nie przechodzi przez punkt (—1,70)

e ani go nie obeymuge.

Jedli transmitancja ukladu otwartego ma bieguny w pra-
wej polplaszczyznie, to nalezy korzysta¢ z postaci anality-
cznej kryterium.
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