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1 Sprz¾e·zenie zwrotne

Struktura jak na rys 1.1 nazywa si¾e sprz¾e·zeniem zwrotnym.
Ze wzgl¾edu na to, ·ze w(t) = u(t) � y(t), mówimy, ·ze
sprz¾e·zenie jest ujemne. Dla w(t) = u(t) + y(t) sprz¾e·zenie
by÷oby dodatnie.

−
K(s)

u(t) y(t)y(t)

y(t)

w(t)

Rys. 1.1: System ze sprz¾e·zeniem zwrotnym.

O sytuacji jak na rys. 1.2, mówimy, ·ze p¾etla sprz¾e·zenia
zaosta÷a otwarta. Sygna÷wej́sciowy u(t) pokonuje trans-
mitancj¾e K(s) i na wyj́sciu pokazuje si¾e sygna÷y(t). Zatem
K(s) jest transmitancj ¾a systemu otwartego. Przyjmujemy
przy tym, ·ze

K(s) =
L(s)

M(s)
;

gdzie L(s) i M(s) s ¾a wielomianami.

−u(t) w(t)

y(t)

K(s)
y(t) y(t)

otwarta
tla

Rys. 1.2: Otwarta p¾etla sprz¾e·zenia zwrotnego.

Aby wyznaczýc transmitancj¾e

KZ(s) =
Y (s)

U(s)

systemu zamkni¾etego, zauwa·zamy, ·ze�
Y (s) = K(s)W (s)
W (s) = U(s)� Y (s);

dzi¾eki czemu

KZ(s) =
K(s)

1 +K(s)
=

L(s)

M(s)

1 +
L(s)

M(s)

=
L(s)

L(s) +M(s)
: (1.1)

Zgodnie z przyj¾et ¾a wczésniej konwencj ¾a

KZ(s) =
LZ(s)

MZ(s)
;

sk ¾ad wynika

W÷asnóśc 1.1 Wielomianem charakterystycznym systemu
zamkni ¾etego jest

MZ(s) = L(s) +M(s):

Przyk÷ad 1.1 Dla transmitancji systemu otwartego

K(s) =
5s+ 6

s3 + 2s2 + 3s+ 4

transmitancj ¾a uk÷adu zamkni ¾etego jest

KZ(s) =
5s+ 6

(s3 + 2s2 + 3s+ 4) + (5s+ 6)

=
5s+ 6

s3 + 2s2 + 8s+ 10
:

2 Stabilnóśc

Stabilnóśc systemu zamkni¾etego zale·zy od pierwiastków
jego równania charakterystycznego

L(s) +M(s) = 0;

czyli biegunów jego transmitancji KZ(s). Jest on stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy le·z ¾a one w lewej pó÷p÷aszczýznie.
Aby stwierdzíc, czy fakt ten ma miejsce mo·zna zastosowác
dowolne ze znanych nam kryteriów, czyli
� twierdzenie o znaku wspó÷czynników,
� kryterium Hurwitza,
� kryterium Michaj÷owa,

co poka·zemy na przyk÷adach.

Przyk÷ad 2.1 (znak wspó÷czynników) System otwarty
ma transmitancj ¾e

K(s) =
s� 2
(s+ 1)3

:

Z W÷asnósci 1.1 wynika, ·ze wielomianem charakterysty-
cznym systemu zamkni ¾etego jest

MZ(s) = (s+ 1)
3 + (s� 2) = s3 + 3s2 + 4s� 1:

Poniewa·z jego wspó÷czynniki s ¾a ró·znych znaków,
z twierdzenia o znaku wspó÷czynników wynika, ·ze system
zamkni ¾ety jest niestabilny.

Przyk÷ad 2.2 (Hurwitz) Transmitacj ¾a uk÷adu otwartego
jest

K(s) =
1

s3 + 2s2 + 3s+ 4
:

Wielomianem charakterystycznym uk÷adu zamkni ¾etego jest
zatem

MZ(s) = (s
3 + 2s2 + 3s+ 4) + 1 = s3 + 2s2 + 3s+ 5;

sk ¾ad wynika, ·ze

H3 =

24 2 5 0
1 3 0
0 2 5

35 ;H2 =

�
2 5
1 3

�
;H1 = [2] :

System zamkni ¾ety stabilny, bowiem �1 = 2 > 0, �2 = 1 >
0, �3 = 5 > 0.

Przyk÷ad 2.3 (Michaj÷ow) Dla systemu jak w Przyk÷a-
dzie 2.2,

MZ(j!) = (�2!2 + 5) + j(�!3 + 3!):

Wykres Michaj÷owa pokazany jest na rys. 2.1. Poniewa·z

�arg0�!<1MZ(j!) = 3
�

2
;

system zamkni ¾ety jest stabilny.
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5

Rys. 2.1: Wykres Michaj÷owa MZ(j!), Przyk÷ad 2.3.

3 Kryterium Nyquista

Kryterium Nyquista, które teraz omówimy, zosta÷o opra-
cowane specjalnie dla systemu z ujemnym sprz¾e·zeniem
zwrotnym. Podamy je dla trzech odr¾ebnych przypadków.
W pierwszym system otwarty jest stabilny, w drugim oprócz
stabilnych ma jeden biegun w punkcie s = 0, czyli ma
charakter ca÷kuj ¾acy, w trzecim oprócz biegunów stabilnych
ma bieguny niestabilne w prawej pó÷p÷aszczýznie.
W kryterium tym sporz ¾adza si¾e wykres Nyquista, rys. 3.1,

na którym przedstawiona jest

� charakterystyka amlitudowo-fazowa systemu otwar-
tego, czyli wykres funkcji K(j!) dla ! 2 [0;1),

� oraz zaznaczony jest punkt (�1; j0).
O stabilnósci uk÷adu zamkni¾etego wnioskuje si¾e na pod-
stawie usytuowania charakterystyki wzgl¾edem wspomnia-
nego punktu.

charakterystyka
amplitudowo-fazowa
 systemu otwartego

(!1,j 0)

Rys. 3.1: Przyk÷adowy wykres Nyquista.

Przypominamy jeszcze, ·ze M(s) = amsm+ � � �+ a1s+ a0
i zak÷adamy, ·ze

am > 0 oraz l < m; (3.1)

gdzie l jest stopniem wielomianu L(s).
W naszych rozwa·zanich nawi ¾azujemy do argumen-

tacji stosowanej przy omawianiu kryterium Michaj÷owa1 .
W szczególnósci np. dla funkcji wymiernej G(s),

�arg
0�!<1

G(j!) = lim
!!1

argG(j!)� argG(j0):

Jest oczywiste, ·ze rozwi ¾azania równań L(s) +M(s) = 0
(czyli bieguny transmitancji systemu zamkni¾etego)
i 1 + K(s) = 0 s ¾a identyczne, bowiem

1 +K(s) = 1 +
L(s)

M(s)
=
L(s) +M(s)

M(s)
: (3.2)

Wynika st ¾ad

Uwaga 3.1 System zamkni ¾ety ma biegun na osi liczb
urojonych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwi ¾azanie
równania

1 +K(j!) = 0:

1patrz: 3. StabilnoŚĆ. Kryteria, § 3.4. Kryterium Michaj÷owa.

Uwaga powy·zsza oznacza, ·ze system zamkni¾ety ma
biegun na osi liczb urojonych wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje ! takie, ·ze K(j!) = �1. W sytuacji takiej wykres
Nyquista (charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu
otwartego) przechodzi przez punkt (�1; j0).

Uwaga 3.2 Za÷ó·zmy, ·ze system zamkni ¾ety nie ma ·zadnego
bieguna na osi liczb urojonych. System zamkni ¾ety nie ma
ponadto ·zadnego bieguna w prawej pó÷p÷aszczýznie wtedy
i tylko wtedy, gdy

�arg0�!<1 [1 +K(j!)] = m
�

2
��arg0�!<1M(j!):

Dowód. Na podstawie (3.2) mo·zemy napisác, ·ze

1 +K(j!) =
L(j!) +M(j!)

M(j!)
;

a zatem

�arg0�!<1 [1 +K(j!)]

= �arg0�!<1 [L(j!) +M(j!)]��arg0�!<1M(j!):

Z kryterium Michaj÷owa wynika, ·ze system zamkni¾ety nie
ma bieguna w prawej pó÷p÷aszczýznie wtedy i tylko wtedy,
gdy

�arg0�!<1 [L(j!) +M(j!)] = m
�

2
;

a to dlatego poniewa·z m jest stopniem wielomianu
L(s) + M(s) (z uwagi na za÷o·zenie, ·ze l < m, patrz (3.1)),
co kończy dowód. �

3.1 System otwarty stabilny

Zak÷adamy teraz, ·ze system otwarty jest stabilny.
Z Uwag 3.1 i 3.2 wynika

Twierdzenie 3.1 Za÷ó·zmy, ·ze system otwarty jest sta-
bilny. System zamkni ¾ety jest stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy spe÷nione s ¾a poni·zsze dwa warunki:

1 +K(j!) 6= 0 dla wszystkich ! 2 [0;1); (3.3)

�arg0�!<1 [1 +K(j!)] = 0: (3.4)

Dowód. Dzi¾eki Uwadze 3.1, (3.3) jest równowa·zne temu,
·ze system zamkni¾ety nie ma bieguna na osi liczb urojonych.
Za÷o·zona stabilnóśc systemu otwartego jest równoznaczna
równósci

�arg0�!<1M(j!) =
�

2
;

co, dzi¾eki (3.4) i Uwadze 3.2, jest równoznaczne brakowi
biegunów w prawej pó÷p÷aszczýznie. Zatem (3.3) i (3.4) s ¾a
÷¾acznie równowa·zne stabilnósci. �
Kryterium polega na badaniu wykresu Nyquista, czyli

wzajemnego usytuowania charakterystyki amplitudowo-
fazowej systemu otwartego i punktu (�1; j0). Mo·zliwe
s ¾a trzy sytuacje przedstawione na rys. 3.2. Wykresy
zaczynaj ¾a si¾e oczywíscie w punkcie K(0), przy czym dla
ka·zdego z nich K(0) > 0. Dla K(0) < 0 analiza i wnioski
s ¾a podobne.
Zaczniemy od sytuacji (a), z któr ¾a powi ¾azany jest

warunek (3.3), a raczej jego negacja. Jej istot ¾a jest
bowiem to, ·ze wykres Nyquista, czyli wykres K(j!),
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(!1,j 0)
(a) (c)(b)

Rys. 3.2: Mo·zliwe usytuowania charakterystyki
amplitudowo-fazowej K(j!) uk÷adu otwartego wzgl¾edem
punktu (�1; j0), K(0) > 0.

przechodzi przez punkt (�1; j0). System zamkni¾ety jest
wi¾ec niestabilny.
W sytuacjach (b) i (c) nale·zy ustalíc wartóśc

�arg0�!<1 [1 +K(j!)]. Do (b) odnosi si¾e bezpósrednio
rys. 3.3. Zaznaczono na nim wektor 1 + K(j!) i ten
sam wektor po przesuni¾eciu równoleg÷ym w lewo o 1.
Interesuj ¾acy nas k ¾at arg0�!<1[1+K(j!)] nie ulega zmianie
przy tym przesuni¾eciu. Dzi¾eki temu w sytuacji jak na
rysunku ÷atwo ustalíc, ·ze

�arg0�!<1 [1 +K(j!)] = �2� 6= 0;

co oznacza niestabilnóśc.

1

arg[1+K(jT)]

(!1,j 0)

charakterystyka
amplitudowo-fazowa
systemu otwartego

Rys. 3.3: Wykres Nyquista, �arg0�!<1 [1 +K(j!)] =
�2�. Zaznaczone k ¾aty s ¾a takie same.

Sytuacji (c) natomiast odpowiada rys. 3.4, uproszczony
w stosunku do rys. 3.3. Wektor zaznaczony jako 1+K(j!)
jest bowiem de facto wektorem 1 + K(j!) dopiero po
przesuni¾eciu równolegle w lewo o 1. Poniewa·z

�arg0�!<1 [1 +K(j!)] = 0;

zatem system jest stabilny.

(!1,j 0)

arg[1+K(jT)]

charakterystyka
amplitudowo-fazowa
systemu otwartego

Rys. 3.4: Wykres Nyquista, �arg0�!<1 [1 +K(j!)] = 0.

Dzi¾eki temu, w formie Wniosku, podamy teraz geome-
tryczn ¾a wersj¾e kryterium.

Wniosek 3.1 Za÷ó·zmy, ·ze system otwarty jest stabilny.
System zamkni ¾ety jest stabilny wtedy i tyko wtedy, gdy
charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu otwartego

� ani nie przechodzi przez punkt (�1; j0)
� ani go nie obejmuje.

Przyk÷ad 3.1 System otwarty o transmitancji K(s) =
5=(s + 1)3 jest oczywíscie stabilny. Na rys. 3.5 przed-
stawiono jego charakterystyk ¾e amplitudowo-fazow ¾a oraz, w
powi ¾ekszeniu, jej fragment w pobli·zu punktu (�1; j0). Nie
obejmuje ona punktu (�1; j0), �arg0�!<1[1+K(j!)] = 0,
system zamkni ¾ety jest stabilny.

4

−1

− 0,4
−2

−1

Rys. 3.5: Wykres Nyquista, (fragment w powi¾ekszeniu),
Przyk÷ad 3.1, �arg0�!<1[1 +K(j!)] = 0.

Przyk÷ad 3.2 Niech teraz K(s) = 15=(s+ 1)3. Poniewa·z

�arg0�!<1[1 +K(j!)] = �2� 6= 0;

rys. 3.6, system zamkni ¾ety nie jest wi ¾ec stabilny.

! 0,4

10

Rys. 3.6: Wykres Nyquista, Przyk÷ad 3.2, �arg0�!<1[1 +
K(j!)] = �2�.

3.2 System otwarty ma element ca÷kuj ¾acy

Za÷ó·zmy teraz, ·ze oprócz biegunów stabilnych, system
otwarty ma jeden biegun, powiedzmy s1, w punkcie 0.
Oznacza to, ·ze wielomian M(s) ma jeden pierwiastek
s1 = 0, a pozosta÷e w lewej pó÷p÷aszczýznie. Jest oczywiste,
·ze system otwarty nie jest stabilny, zawiera on bowiem
element ca÷kuj ¾acy.
Poniewa·z

�arg0�!<1(s1 � j!) = 0
i

�arg0�!<1(si � j!) =
�

2

dla ka·zdego pozosta÷ego stabilnego bieguna si, zatem
argumentuj ¾ac jak w dowodzie kryterium Michaj÷owa, otrzy-
mujemy

�arg0�!<1M(j!) = (m� 1)
�

2
;

Z Lematów 3.1 i 3.2 wynika wi¾ec, ·ze warunkiem stabilnósci
systemu zamkni¾etego jest

�arg0�!<1 [1 +K(j!)] = m
�

2
� (m� 1)�

2
=
�

2
;

sk ¾ad wynika poni·zsza wersja kryterium Nyquista:

Twierdzenie 3.2 Za÷ó·zmy, ·ze system otwarty ma jeden
biegun w punkcie s = 0 i pozosta÷e stabilne. System
zamkni ¾ety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy spe÷niony
jest warunek (3.3) i ponadto

�arg0�!<1 [1 +K(j!)] =
�

2
:
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Geometryczna forma kryterium ma postác jak poni·zej:

Wniosek 3.2 Za÷ó·zmy, ·ze system otwarty ma jeden biegun
w punkcie s = 0 i pozosta÷e stabilne. System zamkni ¾ety
jest stabilny wtedy i tyko wtedy, gdy charakterystyka
amplitudowo-fazowa systemu otwartego
� ani nie przechodzi przez punkt (�1; j0)
� ani go nie obejmuje.

Przyk÷ad 3.3 Transmitancja systemu otwartego K(s) =
1=s(s + 1)3 ma jeden biegun w punkcie s = 0, a pozosta÷e
w lewej pó÷p÷aszczýznie. Poniewa·z z rys. 3.7 wynika, ·ze

�arg0<!<1[1 +K(j!)] =
�

2
:

System zamkni ¾ety wi ¾ec jest stabilny.

!1

!10
!0,8

!1

Rys. 3.7: Wykres Nyquista (fragment w powi¾ekszeniu),
Przyk÷ad 3.3, �arg0<!<1[1 +K(j!)] = �=2.

Przyk÷ad 3.4 Niech K(s) = 4=s(s + 1)3. System
zamkni ¾ety jest niestabilny, poniewa·z z rys. 3.8 wynika, ·ze

�arg0<!<1[1 +K(j!)] =
3

2
� 6= �

2
:

!1

!0,8

Rys. 3.8: Przyk÷ad 3.4, �arg0<!<1[1 +K(j!)] = 3�=2.

3.3 System otwarty ma bieguny w prawej
pó÷p÷aszczýznie

Podamy teraz kryterium w wersji dostosowanej do sytuacji,
w której uk÷ad otwarty jest niestabilny, ma bieguny
w prawej pó÷p÷aszczy·znie. Ich liczb ¾e mo·zna ustalíc stosuj ¾ac
Twierdzenie Routha-Hurwitza.

Twierdzenie 3.3 Za÷ó·zmy, ·ze transmitancja K(s) sys-
temu otwartego ma m+ biegunów w prawej, a pozosta÷e
w lewej pó÷p÷aszczýznie. System zamkni ¾ety jest stabilny
wtedy i tylko, gdy spe÷niony jest warunek (3.3) i ponadto

�arg
0<!<1

[1 +K(j!)] = m+�:

Dowód. Wszystkie pierwiastki wielomianu charak-
terystycznego M(s) le·z ¾a w lewej pó÷p÷aszczýznie z wy-
j ¾atkiem m+ po prawej, sk ¾ad wynika

�arg
0<!<1

M(j!) = (m� 2m+)
�

2
:

Przywo÷anie Uwagi 3.2 kończy dowód. �

Przyk÷ad 3.5 System otwarty o transmitancji

K(s) =
12

(s+ 4)(s+ 2)(s� 1)

nie jest stabilny, gdy·z ma ona biegun w prawej
pó÷p÷aszczýznie. Na rys. 3.9 przedstawiono jego charak-
terystyk ¾e amplitudowo-fazow ¾a. Wynika z niego, ·ze
�arg0<!<1[1 +K(j!)] = �, sk ¾ad wyci ¾agamy wniosek, ·ze
system zamkni ¾ety jest stabilny.

−0,1

−1

Rys. 3.9: Przyk÷ad 3.5, �arg0<!<1[1 +K(j!)] = �.

4 Podsumowanie

Kryterium Nyquista s÷u·zy do badania stabilnósci systemów
z ujemnym sprz¾e·zeniem zwrotnym. O stabilnósci decy-
duje po÷o·zenie punktu (�1; j0) wzgl¾edem charakterystyki
amplitudowo-fazowej systemu otwartego. Podaje ono
warunek, który jest jednoczésnie konieczny i wystarczaj ¾acy.
Spe÷nienie warunku jest równoznaczne stabilnósci, brak
spe÷nienia jest równoznaczny z niestabilnósci ¾a.
Analityczna forma kryterium jest inna gdy system otwar-

ty jest stabilny, inna gdy zawiera on element ca÷kuj ¾acy.
Geometryczna wersja jest jednakowa w obu przypadkach,
a mianowicie:

System zamkni ¾ety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu otwartego
� ani nie przechodzi przez punkt (�1; j0)
� ani go nie obejmuje.

Jésli transmitancja uk÷adu otwartego ma bieguny w pra-
wej pó÷p÷aszczýznie, to nale·zy korzystác z postaci anality-
cznej kryterium.
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