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1 De�nicja stabilnósci

Omówimy teraz poj¾ecie stabilnósci systemu o transmitancji

K(s) =
L(s)

M(s)
; (1.1)

rys. 1.1, gdzie

M(s) = ams
m + am�1s

m�1 + � � �+ a1s+ a0 (1.2)

jest wielomianem charakterystycznym. Jego pierwiastki,
czyli pierwiastki równania charakterystycznego M(s) = 0,
oznaczymy jako

s1; s2; : : : ; sm:

S ¾a to tzw. bieguny transmitancji. Wielomian ten mo·zemy
zatem zapisác w postaci

M(s) = am(s� s1)(s� s2) � � � (s� sm): (1.3)

L(s) tak·ze jest wielomianem, ale jego postác nie jest istotna
dla naszych rozwa·zań.

y(t)u(t)
K(s)

Rys. 1.1: System o transmitancji K(s).

Zauwa·zmy, ·ze (u = 0; y = 0) jest punktem równowagi,
poniewa·z gdy system si¾e w nim znajdzie, to go nie opúsci.
Jésli po wytr ¾aceniu z tego punktu, ma on tendencj¾e
do powrotu, b ¾edziemy nazywác go stabilnym. W÷asnóśc
t¾e wyrazimy w formie de�nicji. Mo·zna powiedziéc, ·ze
rol¾e sprawcy tego wytr ¾acenia odgrywa w niej warunek
pocz ¾atkowy.

De�nicja 1.1 Niech u(t) = 0 dla wszystkich t � 0. Jésli

lim
t!1

y(t) = 0; (1.4)

dla ka·zdego warunku pocz ¾atkowego

y(0�); y
0(0�); : : : ; y

(m�1)(0�);

to system nazywamy stabilnym.

Zbadamy teraz zwi ¾azek stabilnósci z transmitancj ¾a.

Twierdzenie 1.1 System (1.1) jest stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy

Re s1 < 0;Re s2 < 0; : : : ;Re sm < 0: (1.5)

Dowód. Przy zerowym pobudzeniu, sygna÷wyj́sciowy
jest rozwi ¾azaniem równania ró·zniczkowego

amy
(m) + am�1y

(m�1) + � � �+ a1y(1) + a0y = 0:

Jak wiemy1 , jego obustronna transformacja Laplace�a
prowadzi do równósci M(s)Y (s) � Wm�1(s) = 0, gdzie
Wm�1(s) jest wielomianem stopnia m� 1 pochodz ¾acym od
warunku pocz ¾atkowego. Zatem Y (s) = Wm�1(s)=M(s),

1patrz 4. Systemy dynamiczne, § 4.

sk ¾ad - przy za÷o·zeniu, ·ze bieguny s ¾a jednokrotne - wynika
nast¾epuj ¾acy rozk÷ad na u÷amki proste:

Y (s) =
Wm�1(s)

M(s)
=

�1
s� s1

+
�2

s� s2
+ � � �+ �m

s� sm
;

gdzie wspó÷czynniki �1; : : : ; �m zale·z ¾a od warunku
pocz ¾atkowego. Ostatecznie

y(t) = �1e
s1t + �2e

s2t + � � �+ �mesmt:

Za÷ó·zmy, ·ze zestaw nierównósci (1.5) jest spe÷niony. Jésli
zatem biegun s1 jest rzeczywisty, to s1 < 0 i sk÷adowa es1t

zd ¾a·za do zera, gdy t ! 1. Sk÷adowa pochodz ¾aca od pary
biegunów zespolonych �a zatem sprz¾e·zonych �(s1 = �1 +
j!1; s2 = s1 = �1�j!1)ma kszta÷t e�1t sin!1t i tak·ze zanika
do zera, bowiem �1 < 0.
Poniewa·z argumenty powy·zsze maj ¾a zastosowanie wobec

wszystkich biegunów, zatem (1.5) implikuje (1.4), co oz-
nacza, ·ze system jest stabilny. Jésli natomiast wspomniany
biegun lub ich para s ¾a np. dwukrotne, to na wyj́sciu pojawia
si¾e dodatkowa sk÷adowa o postaci tes1t lub te�1t cos!1t, co
nie zmienia istoty powy·zszej analizy.
Pozostaje wi¾ec wykazác, ·ze stabilnóśc, tzn. zbie·znóśc

(1.4) dla ka·zdego warunku pocz ¾atkowego, implikuje (1.5).
Mo·zna w tym celu pokazác, ·ze dla ka·zdego rzeczywistego
s1 istnieje warunek pocz ¾atkowy, dla którego �1 = 1 i
�2 = � � � = �m = 0. W konsekwencji, y(t) = es1t. Jésli
wi¾ec zachodzi (1.4), to s1 < 0. Podobnie dla pary biegunów
zespolonych jak wy·zej istnieje warunek pocz ¾atkowy taki,
·ze y(t) = e�1t sin!1t. Ze zbie·znósci (1.4) wynika zatem
�1 = Re s1 = Re s2 < 0.
Ze wzgl¾edu na to, ·ze argumentacja ta jest prawdziwa

dla ka·zdego bieguna rzeczywistego i ka·zdej pary biegunów
zespolonych, stabilnóśc implikuje (1.5). �

Uwaga 1.1 P÷aszczyzn ¾e liczb zespolonych mo·zna podzielíc
na trzy cz ¾ésci, a mianowicie: lew ¾a pó÷p÷aszczyzn ¾e, ós
liczb urojonych i praw ¾a pó÷p÷aszczyzn ¾e. Jésli zatem zestaw
nierównósci (1.5) jest spe÷niony, to wszystkie bieguny le·z ¾a
w lewej pó÷p÷aszczýznie, co ilustruje rys. 1.2. System
jest zatem stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego
bieguny le·z ¾a w lewej pó÷p÷aszczýznie.

Im

Re

Res < 0

Rys. 1.2: Lewa pó÷p÷aszczyzna.

2 W÷asnósci systemów stabilnych

Aby g÷¾ebiej zbadác ró·znic¾e pomi¾edzy systemami stabilnymi
i niestabilnymi, zbadamy ich reakcj¾e na pobudzenia standar-
dowe, tzn. impuls Diraca, skok jednostkowy oraz sinusoid¾e.
Warunek pocz ¾atkowy b¾edzie przy tym zerowy.
Zaczniemy od odpowiedzi impulsowej, czyli reakcji na

impuls Diraca �(t).

W÷asnóśc 2.1 (odpowied́z impulsowa k(t)) System
jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
t!1

k(t) = 0: (2.1)
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2 3. StabilnoŚĆ. Kryteria. 2

Dowód. Poniewa·z k(t) = L�1fK(s)g, zatem � przy
za÷o·zeniu, ·ze bieguny s ¾a jednokrotne oraz l < m �rozk÷ad
na u÷amki proste doprowadza do relacji

k(t) b= K(s) = �1
s� s1

+
�2

s� s2
+ � � �+ �m

s� sm
;

sk ¾ad wynika, ·ze k(t) = �1e
s1t + �2e

s2t + � � � + �me
smt.

Jest wi¾ec oczywiste, ·ze z (1.5) wynika (2.1) i, na odwrót,
(2.1) implikuje (1.5). Uogólnienie na przypadek biegunów
wielokrotnych i l � m jest ÷atwe, co kończy dowód. �
Przyk÷adowe odpowiedzi impulsowe systemów stabilnych

pokazano na rys. 2.3.

Rys. 2.3: Przyk÷adowe odpowiedzi impulsowe k(t) systemów
stabilnych.

W÷asnóśc 2.2 (odpowied́z skokowa �(t)) System jest
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica

lim
t!1

�(t): (2.2)

Dowód. Poniewa·z �(t) = L�1fK(s)=sg, zatem, przy
za÷o·zeniu, ·ze bieguny s ¾a jednokrotne oraz l < m,

�(t) b= 1

s
K(s) =

�0
s
+

�1
s� s1

+
�2

s� s2
+ � � �+ �m

s� sm
; (2.3)

a wi¾ec �(t) = �0+�1es1t+�2es2t+� � �+�mesmt. Relacje (1.5)
i (2.2) s ¾a zatem równowa·zne. Uogólnienie na przypadek
dowolnych biegunów i l � m jest oczywiste, co kończy
dowód. �
Granic ¾a, na której odpowied́z skokowa si¾e ustala jest �0 =

K(0), co zapisujemy jako

lim
t!1

�(t) = K(s)js=0 = K(0):

Liczb¾e K(0) nazywa sie wzmocnieniem w stanie ustalonym.
Rys. 2.4 przedstawia przyk÷ady odpowiedzi skokowych

systemów stabilnych.

Rys. 2.4: Przyk÷adowe odpowiedzi skokowe �(t) systemów
stabilnych.

Przyk÷ad 2.1 System (2s+ 3) = (s+ 1) (s+ 2) (s+ 3) jest
stabilny i jego wzmocnienie w stanie ustalonym wynosi
3=(1� 2� 3) = 1=2.
Przyk÷ad 2.2 System s=(s + 1)(s + 2) jest stabilny i jego
wzmocnienie w stanie ustalonym wynosi 0=(1� 2) = 0.
W÷asnóśc 2.3 (odpowied́z na sinusoid¾e) Jésli system
jest stabilny, to odpowied́z na pobudzenie u(t) = sin!t ma
postác

y(t) = jK(j!)j sin(!t+ '(!)) + p(t);
gdzie '(!) = argK(j!) i limt!1 p(t) = 0.

Dowód. Wystarczy odwo÷ác si¾e do wczésniejszych
rozwa·zań dotycz ¾acych transmitancji widmowej2 . �

2patrz: 2. Systemy dynamiczne

Po odpowiednio d÷ugim czasie na wyj́sciu systemu sta-
bilnego obserwujemy niemal jedynie sk÷adow ¾a ustalon ¾a
jK(j!)j sin(!t+'(!)), poniewa·z sk÷adowa przej́sciowa p(t)
zanika. Sk÷adowa ustalona jest sinusoid ¾a o tej samej
cz¾estotliwósci co sygna÷pobudzaj ¾acy i dlatego mówimy, ·ze
system liniowy nie wprowadza zniekszta÷ceń cz¾estotliwós-
ciowych.

3 Kryteria stabilnósci

Bezpósrednie wykorzystanie Twierdzenia 1.1 wymaga roz-
wi ¾azania równania charakterystycznego. Niestety, dla
m > 4, poza szczególnymi przypadkami, nie jest to
mo·zliwe. Z tego te·z powodu opracowano metody nazywane
kryteriami, w których nie rozwi ¾azuje si¾e tego równania.
Poznamy kilka z nich. We wszystkich zak÷adamy, ·ze

am > 0:

3.1 Twierdzenie o znakach wspó÷czynników

Twierdzenie 3.1 (znak wspó÷czynników) Jésli system
jest stabilny, to

a0 > 0; a1 > 0; : : : ; am�1 > 0: (3.1)

Dowód. Za÷ó·zmy, ·ze system jest stabilny. Jésli zatem np.
biegun s1 jest rzeczywisty, to, na mocy Twierdzenia 1.1,
s1 < 0, sk ¾ad wynika, ·ze wielomian s � s1 ma obydwa
wspó÷czynniki, czyli 1 i (�s1), dodatnie.
Dla pary biegunów zespolonych (s1 = � + j!; s2 =

� � j!); � < 0, natomiast, (s � s1)(s � s2) = s2 �
2�s +

�
�2 + !2

�
, sk ¾ad wynika, ·ze wszystkie wspó÷czynniki

powy·zszego dwumianu, czyli 1, (�2�) i (�2 + !2), s ¾a tak·ze
dodatnie.
Zatem wszystkie wspó÷czynniki wielomianu charak-

terystycznego (1.3) s ¾a tak·ze dodatnie. �
Aby twierdzenie powy·zsze mia÷o charakter u·zyteczny

nale·zy je sformu÷owác w nieco innej, aczkolwiek równo-
wa·znej, postaci, jako Wniosek 3.1 podany poni·zej. Jest
on równowa·zny Twierdzeniu 3.1, poniewa·z równowa·zne s ¾a
implikacje "Jésli A, to B" i "Jésli nie B, to nie A".

Wniosek 3.1 (znak wspó÷czynników) Jésli zestaw nie-
równósci (3.1) nie jest spe÷niony, to system nie jest stabilny.

Wniosek powy·zszy oznacza, ·ze (3.1) jest koniecznym
warunkiem stabilnósci. Brak jego spe÷nienia skutkuje
bowiem wnioskiem o niestabilnósci, a polega on na tym, ·ze
przynajmniej dwa wspó÷czynniki wielomanu charakterysty-
cznego s ¾a ró·znych znaków lub przynajmniej jeden jest równy
zero. Orzeka on nie tyle o stabilnósci, lecz raczej o jej braku,
czyli niestabilnósci. Poniewa·z jedyn ¾a mo·zliw ¾a konkluzj ¾a jest
brak stabilnósci, to mo·zna powiedziéc, ·ze jest to kryterium
niestabilnósci.

Przyk÷ad 3.1 Dla systemu (2s+ 3) =
�
5s3 + 4s2 � 2s+ 7

�
,

zestaw nierównósci (3.1) nie jest spe÷niony, poniewa·z a1 =
�2 < 0. Dla systemu (2s� 5) =

�
6s4 + 4s2 + 3s+ 9

�
,

zestaw ten te·z nie jest spe÷niony, poniewa·z a3 = 0. Obydwa
nie s ¾a zatem stabilne.

Przyk÷ad 3.2 Dla systemu (s� 8) =
�
s2 + 4s+ 7

�
, zestaw

nierównósci (3.1) jest spe÷niony. Twiedzenie 3.1 i si÷¾a
rzeczy Wniosek 3.1 nie wypowiadaj ¾a si ¾e zatem ani na temat
stabilnósci ani niestabilnósci.
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3 3. StabilnoŚĆ. Kryteria. 3

3.2 Kryterium Routha-Hurwitza

Rezultat podany poni·zej znany jest jako kryterium Routha-
Hurwitza. Zaczniemy od macierzy Hurwitza i jej pod-
macierzy.
Dla przyk÷adu, niech wielomian charakterystyczny ma

postác:
a4s

4 + a3s
3 + a2s

2 + a1s+ a0:

Macierz Hurwitza H4 i jej podmacierze H3, H2,
H1,wszystkie kwadratowe, s ¾a zde�niowane jak poni·zej:

H4 =

2664
a3 a1 0 0
a4 a2 a0 0
0 a3 a1 0
0 a4 a2 a0

3775 ;H3 =

24 a3 a1 0
a4 a2 a0
0 a3 a1

35 ;

H2 =

�
a3 a1
a4 a2

�
;H1 = [a3] :

Zwró́cmy uwag¾e na g÷ówn ¾a przek ¾atn ¾a macierzy H4 oraz
indeksy w poszczególnych kolumnach, które rosn ¾a przy
poruszaniu si¾e w dó÷. Macierz H3 powstaje przez wykrésle-
nie ostatniej kolumny i ostatniego wiersza z macierzy H4,
H2 przez wykréslenie ostatniej kolumny i ostatniego wiersza
z macierzy H3 i wreszcie H1 w ten sam sposób z H2.
Interesowác nas b¾ed ¾a wyznaczniki tych macierzy, czyli

wyznacznik Hurwitza i jego podwyznaczniki jak poni·zej:

�4 = detH4;�3 = detH3;�2 = detH2;�1 = detH1:

Ogólnie, dla wielomianu jak w (1.2), macierz Hurwitza
Hm o m wierszach i m kolumnach ma postác jak poni·zej:

Hm =

266666664

am�1 am�3 am�5 � � �
am am�2 am�4 � � �
0 am�1 am�3 � � �
...

...
...

. . .
...

...
� � � a1 0
� � � a2 a0

377777775
:

Macierz

Hm�1 =

2666664
am�1 am�3 am�5 � � �
am am�2 am�4 � � �
0 am�1 am�3 � � �
...

...
...

. . .
...

� � � a1

3777775
otrzymuje si¾e przez wykréslenie ostatniego wiersza i os-
tatniej kolumny w Hm. Podobnie, wykréslaj ¾ac ostatni
wiersz i ostatni ¾a kolumn¾e w Hm�1 otrzymuje si¾e Hm�2.
Powtarzaj ¾ac t¾e procedur¾e, dochodzi si¾e w końcu do H1 =
[am�1]. Wyznaczniki tych macierzy, to

�m;�m�1; : : : ;�1:

Zauwa·zmy w tym miejscu, ·ze �m = am�1�m�1.
Dla ci ¾agu liczbowego �1; �2; : : : ; �n, przez

V (�1; �2; : : : ; �n) oznaczymy liczb¾e zmian znaku
jego kolejnych elementów. Dla przyk÷adu zatem:
V (3; 4; 5; 1;�2; ) = 1, V (5;�2; 4) = 2, V (1;�3; 4; 1) = 2,
V (2; 3; 5;�1) = 1, V (1; 5; 2; 3) = 0.

Twierdzenie 3.2 (Routh�Hurwitz) Jésli

�1 6= 0;�2 6= 0; : : : ;�m 6= 0; (3.2)

to ·zaden z pierwiastków wielomianu M(s) nie le·zy na osi j!
oraz

m+ = V

�
am;�1;

�2
�1
; : : : ;

�m
�m�1

�
:

Wniosek 3.2 (kryterium Routha-Hurwitza) Jésli

�1 > 0;�2 > 0; : : : ;�m > 0; (3.3)

to system jest stabilny.

Wniosek 3.2 orzeka, ·ze spe÷nienie warunku (3.3) wystar-
cza, aby system by÷stabilny.
Twierdzenie Routha�Hurwitza jest skutecznym

narz¾edziem, gdy wyznacznik Hurwitza i wszystkie
jego podwyznaczniki s ¾a ró·zne od zera. Pozwala ono
wówczas w sposób jednoznaczny okréslíc, czy system
jest stabilny czy nie. Pozwala ono ponadto wyznaczýc
liczb ¾e niestabilnych pierwiastków wielomianu po÷o·zonych
w prawej pó÷p÷aszczýznie. Gdy jednak przynajmniej
jeden z nich jest zerowy, to twierdzenie nie upowa·znia do
jakichkolwiek wniosków na temat stabilnósci.

Przyk÷ad 3.3 Dla wielomianu charakterystycznego

(s+ 2)(s+ 3)2 = s3 + 8s2 + 21s+ 18;

wyliczamy

H3 =

24 8 18 0
1 21 0
0 8 18

35 ;H2 =

�
8 18
1 21

�
;H1 = [8] ;

sk ¾ad wynika, ·ze �1 = 8, �2 = 150, �3 = 1200. Poniewa·z

m+ = V

�
1; 8;

150

8
;
1200

150

�
= 0;

wielomian ten ma wszystkie pierwiastki w lewej
pó÷p÷aszczýznie. System jest stabilny.

Przyk÷ad 3.4 Niech teraz mianownikiem transmitancji
b ¾edzie

(s� 1)2(s+ 2)(s+ 3) = s4 + 3s3 � 3s2 � 7s+ 6:

Zatem

H4 =

2664
3 �7 0 0
1 �3 6 0
0 3 �7 0
0 1 �3 6

3775 ;H3 =

24 3 �7 0
1 �3 6
0 3 �7

35 ;
H2 =

�
3 �7
1 �3

�
;H1 = 3:

Zatem �1 = 3, �2 = �2, �3 = �40, �4 = �240 i
ostatecznie

m+ = V

�
1; 3;�2

3
;
40

2
;
240

40

�
= 2.

Wielomian M(s) nie ma wi ¾ec ·zadnego pierwiastka na osi
j!, dwa w prawej pó÷p÷aszczýznie oraz dwa w lewej. System
jest zatem niestabilny.
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Przyk÷ad 3.5 Dla transmitancji

1

(s2 + 2)(s+ 3)
=

1

s3 + 3s2 + 2s+ 6

wyliczamy

H3 = det

24 3 6 0
1 2 0
0 3 6

35 ;H2 =

�
3 6
1 2

�
;H1 = [3] ;

sk ¾ad wynika �1 = 3, �2 = 0 oraz �3 = 0. Poniewa·z
ẃsród wyznaczników znajduje si ¾e zerowy, zatem kryterium
nie wypowiada si ¾e na temat stabilnósci systemu.

3.3 Kryterium Hurwitza

Twierdzenie 3.3 (kryterium Hurwitza) System jest
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy spe÷niony jest warunek
(3.3).

Gdy przynajmniej jeden wyznacznik jest zerowy, kry-
terium Routha-Hurwitza pozostawia problem stabilnósci
otwartym, nie prowadzi do ·zadnej konkluzji. Kryterium
Hurwitza domyka spraw¾e, gdy·z orzeka, ·ze system jest
wtedy niestabilny. O ile bowiem kryterium Routha-
Hurwitza stanowi, ·ze z (3.3) wynika stabilnóśc, to kryterium
Hurwitza dodaje do tego, ·ze z braku spe÷nienia wynika
niestabilnóśc. Innymi s÷owy stanowi, ·ze (3.3) jest nie tylko
warunkiem wystarczaj ¾acym ale tak·ze koniecznym, ·ze jest
on równowa·zny stabilnósci. Jésli bowiem jest spe÷niony to
system jest stabilny, jésli nie to system jest niestabilny.
Podsumowuj ¾ac zatem, kryterium Huwitza, czyli

Twierdzenie 3.3, jest skuteczniejszym narz¾edziem do
badania stabilnósci ni·z kryterium Routha-Hurwitza, czyli
Wniosek 3.2. Odpowiedzi na pytania o stabilnóśc udziela
bowiem zawsze, niezale·znie od wartósci wyznaczników.
Twierdzenie Routha-Hurwitza 3.2 pozwala natomiast
ustalíc liczb ¾e biegunów niestabilnych le·z ¾acych w prawej
pó÷p÷aszczýznie, co poszerza mo·zliwósci stosowania w
sposób skuteczny kryterium Nyquista, które poznamy
pó́zniej.

Przyk÷ad 3.6 Dla systemu o transmitancji

L(s)

6s3 + 13s2 + 12s+ 4
;

H3 =

24 13 4 0
6 12 0
0 13 4

35 ;H2 =

�
13 1
6 12

�
;H1 = [13] :

Zatem �3 = 528, �2 = 150, �1 = 13. System jest stabilny.

Przyk÷ad 3.7 Dla M(s) = 8s3 + 4s2 + 2s+ 1 wyliczamy

H3 =

24 4 1 0
8 2 0
0 4 1

35 ;H2 =

�
4 1
8 2

�
;H1 = [4] :

Poniewa·z �3 = 0, �2 = 0, �1 = 4, system jest niestabilny.

Przyk÷ad 3.8 Dla M(s) = 8s3 + 3s2 + 2s+ 1

H3 =

24 3 1 0
8 2 0
0 3 1

35 ;H2 =

�
3 1
8 2

�
;H1 = [3] ;

�3 = �2, �2 = �2, �1 = 3. System nie jest stabilny.

3.4 Kryterium Michaj÷owa

O ile poprzednie kryteria s ¾a natury numerycznej, to
kryterium Michaj÷owa ma charakter cz¾estotliwósciowy. Na
podstawie tzw. wykresu Michaj÷owa przedstawiaj ¾acego
M(j!) dla ! 2 [0;1), rys. 3.5, bada si¾e w nim funkcj¾e

M(j!) = am(j! � s1)(j! � s2) � � � (j! � sm)
= jM(j!)jeargM(j!):

Zajmiemy si¾e osobno modu÷em jM(j!)j oraz osobno argu-
mentem argM(j!).

Im

argM(j )

Re

Rys. 3.5: Przyk÷adowy wykres Michaj÷owa.

Dla wygody, przez m�, m0, m+ oznaczymy liczb ¾e
biegunów odpowiednio w lewej pó÷p÷aszczýznie, na osi liczb
urojonych i w prawej pó÷p÷aszczýznie. Jest przy tym
oczywiste, ·ze m� + m0 + m+ = m. System jest stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy m0 = m+ = 0, tzn. gdy m� = m.

W÷asnóśc 3.1 Równóśc m0 = 0 zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy jM(j!)j 6= 0 dla wszystkich ! 2 [0;1).

(c)(a) (b)

Rys. 3.6: Przyk÷adowe wykresy Michaj÷owa.

Ilustracj ¾a jest rys. 3.6. W sytuacjach (a) i (b) wykres
przechodzi przez pocz ¾atek uk÷adu wspó÷rz¾ednych, przy czym
w pierwszej zaczyna si¾e w nim. W pierwszej zatem równanie
M(s) = 0 ma pierwiastek s = 0, w drugiej par¾e rozwi ¾azań
urojonych. W obu przypadkach m0 > 0, co oznacza, ·ze
system jest niestabilny.
W sytuacji (c) wykres nie przechodzi przez pocz ¾atek

uk÷adu wspó÷rz¾ednych, a zatem m0 = 0. Sytuacja ta b¾edzie
przedmiotem dalszych rozwa·zań. Zajmiemy si¾e w nich
argumentem funkcji M(j!) i ustalimy czy m+ > 0.
Wspomniany argument, czyli argM(j!) zmienia si¾e przy

zmianie !. Jego ca÷kowity przyrost de�niujemy jak poni·zej:

�arg
0�!<1

M(j!) = lim
!!1

argM(j!)� argM(j0):

W÷asnóśc 3.2 Jésli m0 = 0, to

�arg
0�!<1

M(j!) = (m� �m+)
�

2
: (3.4)

Dowód. Zauwa·zmy, ·ze

�arg
0�!<1

M(j!) = �arg
0�!<1

(j! � s1) + �arg
0�!<1

(j! � s2)

+ � � �+ �arg
0�!<1

(j! � sm):
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Jésli pierwiastek � jest liczb ¾a rzeczywist ¾a i � 6= 0, to �jak
to wynika z rys. 3.7 �

�arg
0�!<1

(j! � �) =
(

�=2 dla � < 0;

��=2; dla � > 0:

Na rysunku tym wektor j!�� pokazany jest z dok÷adnósci ¾a
do równoleg÷ego przesuni¾ecia, które nie zmienia interesu-
j ¾acego na k ¾ata arg(j! � �).

Im<0

j

>0 arg(j ! )

j

arg(j ! )

arg(j ! )
Re

Rys. 3.7: Pierwiastek � 6= 0 liczb ¾a rzeczywist ¾a.

arg(j ! )

j

Re <0arg(j ! ) Re >0 arg(j ! )

arg(j ! )

j

Rys. 3.8: Para pierwiastków zespolonych (�; �).

Dla pary liczb zespolonych (�; �) takiej, ·ze Re � 6= 0
natomiast

�arg
0�!<1

(j! � �)(j! � �) =
�

�; dla � < 0;
��; dla � > 0;

patrz rys. 3.8, na którym wektory j!�� i j!�� pokazane s ¾a
z dok÷adnósci ¾a do równoleg÷ego przesuni¾ecia. W oczywisty
sposób wynika st ¾ad (3.4). �
Z W÷asnósci 3.1 i 3.2 oraz tego, ·ze system jest stabilny

wtedy i tyko wtedy, gdy m0 = m+ = 0, wynika kryterium
Michaj÷owa.

Twierdzenie 3.4 (kryterium Michaj÷owa) System jest
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy spe÷nione s ¾a dwa poni·zsze
warunki:

jM(j!)j 6= 0 dla wszystkich ! 2 [0;1);

�arg
0�!<1

M(j!) = m
�

2
:

Kryterium podaje warunek stabilnósci, który jest
równoczésnie konieczny i wystarczaj ¾acy. Mo·zna je wyrazíc
w formie geometrycznej jak poni·zej:

Wniosek 3.3 (kryterium Michaj÷owa) System jest sta-
bilny wtedy i tylko wtedy, gdy wykres Michaj÷owa
� nie przechodzi przez pocz ¾atek uk÷adu wspó÷rz ¾ednych oraz
� przechodzi kolejno przez m ćwiartek p÷aszczyzny w kie-

runku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara.

Przyk÷ad 3.9 Dla M(s) = s4 + s3 + 5s2 + 3s + 4
otrzymujemy M(j!) =

�
!4 � 5!2 + 4

�
+ j(�!3 + 3!).

Równanie ReM(j!) = 0 ma zatem nieujemne rozwi ¾azania:

!1 = 1 oraz !2 = 2. Ponadto ImM(j!1) = 2 oraz
ImM(j!2) = �2. Równanie ImM(j!) = 0 ma tak·ze
dwa nieujemne pierwiastki !3 = 0 i !4 =

p
3, dla których

ReM(j!3) = 4, ReM(j!4) = �2. Na tej podstawie mo·zna
sporz ¾adzíc nst ¾epuj ¾ac ¾a tabel ¾e:

! ReM(j!) ImM(j!)
!3 = 0 4 0
!1 = 1 0 2

!4 =
p
3 �2 0

!2 = 2 0 �2

w której pierwiastki !1; !2; !3; !4 s ¾a uszeregowane w ros-
n ¾acej kolejnósci. Dzi ¾eki niej ÷atwo sporz ¾adzamy wykres
Michaj÷owa, rys. 3.9. Na jego podstawie stwierdzamy, ·ze
�arg0�!<1M(j!) = 2�. Zatem system jest stabilny.

4

2

1

4

3

!2

2

!2
2

Rys. 3.9: Wykres Michaj÷owa, Przyk÷ad 3.9.

Przyk÷ad 3.10 Niech teraz M(s) = s4+2s3+5s2+9s+4.
Post ¾epuj ¾ac jak w Przyk÷adzie 3.9 dochodzimy do wykresu jak
na rys. 3.10. Poniewa·z �arg0�!<1M(j!) 6= 2�, wi ¾ec
system jest niestabilny.

10

40

8

3=0

1=1
2=2

4

4=3

Rys. 3.10: Wykres Michaj÷owa, Przyk÷ad 3.10.

4 Podsumowanie

Kryterium Routha-Hurwitza, czyli Wniosek 3.2, stanowi,
·ze zestaw nierównósci (3.3) jest wystarczaj ¾acym warunkiem
stabilnósci. Jés÷i jest on spelniony, to system jest stabilny.
Kryterium Hurwitza dodaje, ·ze jest on tak·ze konieczny,

czyli orzeka ·ze jest to warunek jednoczésnie wystarczaj ¾acy
i konieczny. Spe÷nienie implikuje bowiem stabilnóśc, a
niespe÷nienie niestabilnóśc.
Podobnie kryterium Michaj÷owa podaje warunek wystar-

czaj ¾acy i konieczny.
Warunek (3.1) w twierdzeniu o znaku wspó÷czynników

jest natomiast konieczny, bowiem jego niespe÷nienie oznacza
niestabilnóśc.
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