1 3. STABILNOSC¢. KRYTERIA. 1

1 Definicja stabilnoSci

Omoéwimy teraz pojecie stabilnoéci systemu o transmitancji

(1.1)
rys. 1.1, gdzie

M(S) = amsm + a’m—lsm_l + -4 a1s+ ao (12)

jest wielomianem charakterystycznym. Jego pierwiastki,
czyli pierwiastki réwnania charakterystycznego M (s) = 0,
oznaczymy jako

51,82y.+-3Sm-

Sa to tzw. bieguny transmitancji. Wielomian ten mozemy
zatem zapisa¢ w postaci
M(s) = am(s—s1)(s —82) (85— $m)- (1.3)

L(s) takze jest wielomianem, ale jego postaé nie jest istotna
dla naszych rozwazan.

K(s)

> _l>_
u(t) y?)
Rys. 1.1: System o transmitancji K (s).

Zauwazmy, ze (u = 0,y = 0) jest punktem réwnowagi,
poniewaz gdy system si¢ w nim znajdzie, to go nie opusci.
Jesli po wytraceniu z tego punktu, ma on tendencje
do powrotu, bedziemy nazywaé go stabilnym. Wtasnosé
te wyrazimy w formie definicji. Mozna powiedziet, ze
role sprawcy tego wytracenia odgrywa w niej warunek
poczatkowy.

Definicja 1.1 Niech u(t) = 0 dla wszystkich t > 0. Jesli

lim y(t) =0,

t—o0

(1.4)

dla kazdego warunku poczatkowego

y(0-),/(0-),..

to system nazywamy stabilnym.

Ly (00),

Zbadamy teraz zwiazek stabilnoéci z transmitancja.

Twierdzenie 1.1 System (1.1) jest stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy

Res; < 0,Resy <0,...,Res,, <0. (1.5)
Dowéd. Przy zerowym pobudzeniu, sygnal wyjSciowy
jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego

amy ™ + amo1y ™+ ary™ + agy = 0.

Jak wiemy!, jego obustronna transformacja Laplace’a
prowadzi do réwnosci M(s)Y (s) — Wy,—1(s) = 0, gdzie
Win—1(s) jest wielomianem stopnia m — 1 pochodzacym od
warunku poczatkowego. Zatem Y (s) = Wy,_1(s)/M(s),

Ipatrz 4. SYSTEMY DYNAMICZNE, § 4.

skad - przy zalozeniu, ze bieguny sa jednokrotne - wynika
nastepujacy rozklad na ulamki proste:

Y(S) _ Wm—l(s) _ a1 (0%) (0770} ’
M(s) S—8] §— Sy S — Sm,
gdzie wspélczynniki  aq,...,,, zalezg od warunku

poczatkowego. Ostatecznie
y(t) = are®t 4+ age® + -+ et

Zalézmy, ze zestaw nieréwnosci (1.5) jest speliony. Je§li
zatem biegun s; jest rzeczywisty, to s; < 0 i skladowa e®1?
zdaza do zera, gdy t — oco. Skladowa pochodzaca od pary
biegunéw zespolonych — a zatem sprzezonych — (s; = o1 +
jwi, 82 = 51 = 01—jw; ) ma ksztatt 1! sin wqt i takze zanika
do zera, bowiem o7 < 0.

Poniewaz argumenty powyzsze maja zastosowanie wobec
wszystkich biegunéw, zatem (1.5) implikuje (1.4), co oz
nacza, ze system jest stabilny. Je$li natomiast wspomniany
biegun lub ich para sa np. dwukrotne, to na wyjsciu pojawia
sic dodatkowa skladowa o postaci te®'? lub te®'* coswit, co
nie zmienia istoty powyzszej analizy.

Pozostaje wigc wykazac, ze stabilno$é, tzn. zbieznosc
(1.4) dla kazdego warunku poczatkowego, implikuje (1.5).
Mozna w tym celu pokaza¢, ze dla kazdego rzeczywistego
s1 istnieje warunek poczatkowy, dla ktérego a; = 1 i
az = -+ = @, = 0. W konsekwencji, y(t) = e, Jesli
wiec zachodzi (1.4), to s; < 0. Podobnie dla pary biegunéw
zespolonych jak wyzej istnieje warunek poczatkowy taki,
ze y(t) = e%ttsinwit. Ze zbieznoéci (1.4) wynika zatem
01 = Res; =Resy < 0.

Ze wzgledu na to, ze argumentacja ta jest prawdziwa
dla kazdego bieguna rzeczywistego i kazdej pary biegunéw
zespolonych, stabilno$¢ implikuje (1.5). O

Uwaga 1.1 Plaszczyzne liczb zespolonych mozna podzielic
na trzy czesci, a mianowicie: lewq pdlplaszczyzne, 08
liczb urojonych i prawa pdlplaszczyzne. Jesli zatem zestaw
nierdwnosci (1.5) jest spelniony, to wszystkie bieguny lezq
w lewej pdlplaszczyinie, co ilustruje rys. 1.2. System
jest zatem stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy wszystkie jego
bieguny lezq w lewej pdtplaszczyznie.

7

Res <0
0

Rys. 1.2: Lewa pdlplaszczyzna.

_—

2 Wiasnosci systeméw stabilnych

Aby glebiej zbadaé réznice pomiedzy systemami stabilnymi
i niestabilnymi, zbadamy ich reakcje na pobudzenia standar-
dowe, tzn. impuls Diraca, skok jednostkowy oraz sinusoide.
Warunek poczatkowy bedzie przy tym zerowy.

Zaczniemy od odpowiedzi impulsowej, czyli reakcji na
impuls Diraca 6(¢).

Wiasnoé¢ 2.1 (odpowiedz impulsowa k(t)) System
jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

tlinglo k(t) = 0. (2.1)
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2 3. STABILNOSC¢. KRYTERIA. 2

Dowéd. Poniewaz k(t) = £ 1{K(s)}, zatem — przy
zalozeniu, ze bieguny sa jednokrotne oraz [ < m — rozklad
na utamki proste doprowadza do relacji

~ Q o a
k(t) = K(s) = 1 + 2 4t m ,
S — 81 S — 89 S — Sm
skad wynika, ze k(t) = a1t + age®™! + .-+ + qpe’nt.

Jest wiec oczywiste, ze z (1.5) wynika (2.1) i, na odwrdt,
(2.1) implikuje (1.5). Uogdlnienie na przypadek biegunéw
wielokrotnych i [ > m jest tatwe, co konczy dowdd. O

Przykladowe odpowiedzi impulsowe systeméw stabilnych

pokazano na rys. 2.3.
V\ JANDN
Vi

Rys. 2.3: Przykladowe odpowiedzi impulsowe k(t) systeméw
stabilnych.

Wiasnoé¢ 2.2 (odpowiedz skokowa A(t)) System jest
stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje granica
lim A(t). (2.2)
t—o0
Dowéd. Poniewaz A(t) = £7H{K(s)/s}, zatem, przy
zalozeniu, ze bieguny sa jednokrotne oraz I < m,

A(t)glK(S):@—l— 61 ﬂQ 5m
S 5 §—81 S5—52 S — Sm

» (2.3)

awiec A(t) = Bo+B1e51 4+ Foe®2t +- - -+ B, e5mt. Relacje (1.5)
i (2.2) sa zatem réwnowazne. Uogdlnienie na przypadek
dowolnych biegunéw i I > m jest oczywiste, co konczy
dowdd. O

Granica, na ktérej odpowiedz skokowa sie ustala jest Gy =
K (0), co zapisujemy jako

tlim A(t) = K(s)],_q = K(0).
Liczbe K (0) nazywa sie wzmocnieniem w stanie ustalonym.

Rys. 2.4 przedstawia przyklady odpowiedzi skokowych
systeméw stabilnych.

Rys. 2.4: Przyktadowe odpowiedzi skokowe A(t) systeméw
stabilnych.

Przykiad 2.1 System (2s+3)/(s+1)(s+2)(s+ 3) jest
stabilny 1 jego wzmocnienie w stanie ustalonym wynosi
3/(1x2x3)=1/2.

Przyklad 2.2 System s/(s+ 1)(s + 2) jest stabilny i jego
wzmocnienie w stanie ustalonym wynosi 0/(1 x 2) = 0.

Wiasnoéé 2.3 (odpowiedz na sinusoide) Jesli system
jest stabilny, to odpowied: na pobudzenie u(t) = sinwt ma
postac
y(t) = |K(jw)|sin(wt + p(w)) + p(2),
gdzie p(w) = arg K (jw) i lims—,o p(t) = 0.
Dowéd.  Wystarczy odwola¢ sie do wczedniejszych
rozwazan dotyczacych transmitancji widmowe;j?. O

2patrz: 2. SYSTEMY DYNAMICZNE

Po odpowiednio dlugim czasie na wyjsciu systemu sta-
bilnego obserwujemy niemal jedynie skladowsg ustalona
| K (jw)|sin(wt + ¢(w)), poniewaz sktadowa przejsciowa p(t)
zanika.  Skladowa ustalona jest sinusoida o tej samej
czestotliwoéci co sygnal pobudzajacy i dlatego méwimy, ze
system liniowy nie wprowadza znieksztalcen czestotliwos-
ciowych.

3 Kryteria stabilnoSci

Bezposrednie wykorzystanie T'wierdzenia 1.1 wymaga roz-
wigzania réwnania charakterystycznego.  Niestety, dla
m > 4, poza szczegblnymi przypadkami, nie jest to
mozliwe. Z tego tez powodu opracowano metody nazywane
kryteriami, w ktérych nie rozwigzuje sie tego réwnania.
Poznamy kilka z nich. We wszystkich zakladamy, ze

am > 0.

3.1 Twierdzenie o znakach wspélczynnikéw

Twierdzenie 3.1 (znak wspélczynnikéw) Jesli system
jest stabilny, to

ap >0,a1 >0,...,am,m-1>0. (31)

Dowéd. Zalézmy, ze system jest stabilny. Jedli zatem np.
biegun s; jest rzeczywisty, to, na mocy Twierdzenia 1.1,
s1 < 0, skad wynika, ze wielomian s — s; ma obydwa
wspotezynniki, czyli 11 (—s1), dodatnie.

Dla pary biegunéw zespolonych (s1 = o + jw,s2 =
o — jw),oc < 0, natomiast, (s — s1)(s — s2) = s% —
208 + (02 + w2), skad wynika, ze wszystkie wspélczynniki
powyzszego dwumianu, czyli 1, (—20) i (02 + w?), sa takze
dodatnie.

Zatem wszystkie wspoétczynniki wielomianu charak-
terystycznego (1.3) sa takze dodatnie. O

Aby twierdzenie powyzsze mialo charakter uzyteczny
nalezy je sformulowa¢ w nieco innej, aczkolwiek réwno-
waznej, postaci, jako Wniosek 3.1 podany ponizej. Jest
on réwnowazny Twierdzeniu 3.1, poniewaz réwnowazne sg
implikacje "Jesli A, to B" i "Jesli nie B, to nie A".

Whiosek 3.1 (znak wspélczynnikéw) Jesli zestaw nie-
réwnosci (3.1) nie jest spelniony, to system nie jest stabilny.

Whiosek powyzszy oznacza, ze (3.1) jest koniecznym
warunkiem stabilnoSci.  Brak jego spelnienia skutkuje
bowiem wnioskiem o niestabilnoéci, a polega on na tym, ze
przynajmniej dwa wspoétczynniki wielomanu charakterysty-
cznego sa réznych znakéw lub przynajmniej jeden jest réwny
zero. Orzeka on nie tyle o stabilnoSci, lecz raczej o jej braku,
czyli niestabilnoéci. Poniewaz jedyna mozliwa konkluzja jest
brak stabilno$ci, to mozna powiedzie¢, ze jest to kryterium
niestabilnosci.

Przyktad 3.1 Dla systemu (25 + 3) / (5s® + 4s* — 25+ 7),
zestaw nieréwnosci (3.1) nie jest spetniony, poniewat a1 =
-2 < 0. Dia systemu (2s—5)/(6s* +4s*> +3s+9),
zestaw ten tez nie jest spetniony, poniewaz az = 0. Obydwa
nie sq zatem stabilne.

Przyktad 3.2 Dla systemu (s —8)/ (s* +4s+7), zestaw
nierdwnosci (8.1) jest spelniony. Twiedzenie 3.1 i silg
rzeczy Wniosek 3.1 nie wypowiadajq si¢ zatem ani na temat
stabilnosci ani niestabilnosci.
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3 3. STABILNOSC¢. KRYTERIA. 3

3.2 Kryterium Routha-Hurwitza

Rezultat podany ponizej znany jest jako kryterium Routha-
Hurwitza. Zaczniemy od macierzy Hurwitza i jej pod-
macierzy.
Dla przykladu, niech wielomian charakterystyczny ma
postac:
4 3 2
ass8” + ass” +ags” +ais+ agp.

Macierz Hurwitza Hy i jej podmacierze Hj, Ho,

H, ,wszystkie kwadratowe, sa zdefiniowane jak ponizej:

az Qi 0

0
ay as ag O az a0
4 2 0
H, = yHy= | as a2 ao |,
0 az ai 0
0 as ai
0 as a2 Qo
az ay
H, = 7H1*[a3]
Q4 2

Zwrétmy uwage na gléwna przekatna macierzy Hy oraz
indeksy w poszczegdlnych kolumnach, ktére rosng przy
poruszaniu sie w dét. Macierz Hz powstaje przez wykresle-
nie ostatniej kolumny i ostatniego wiersza z macierzy Hy,
H, przez wykreSlenie ostatniej kolumny i ostatniego wiersza
z macierzy Hs i wreszcie H; w ten sam sposéb z Hs.
Interesowa¢ nas beda wyznaczniki tych macierzy, czyli
wyznacznik Hurwitza i jego podwyznaczniki jak ponize;j:

A4 = det H4, Ag = det H3, AQ = det HQ, Al = det Hl.

Ogolnie, dla wielomianu jak w (1.2), macierz Hurwitza
H,, o m wierszach i m kolumnach ma posta¢ jak ponizej:

Um—1 OAm-3 am—5
am m—2 (Am—4
0 m—1 Am-—3
Hm:
aiq 0
az Qo
Macierz
am—-1 OAm-3 (aAm-—5
Um Um—2 Am—4
Hm—li 0 Um—1  Gm-—3
a

otrzymuje si¢ przez wykreSlenie ostatniego wiersza i os-
tatniej kolumny w H,,. Podobnie, wykre$lajac ostatni
wiersz i ostatnig kolumne w H,, 1 otrzymuje si¢ H,, _».
Powtarzajac te procedure, dochodzi si¢ w koncu do H; =
[@m—1]. Wyznaczniki tych macierzy, to

Am) Am_ 1 AR | A1 .
Zauwazmy w tym miejscu, ze Ay = @180 —1-
Dla ciagu liczbowego 1, Q2,. .., 0, przez
V(an,a9,...,a) oznaczymy liczbe zmian  znaku
jego kolejnych elementéw. Dla przyktadu zatem:

V(3,4,5,1,-2,) = 1, V(5,-2,4) = 2, V(1,-3,4,1) = 2,
V(2,3,5,-1) =1, V(1,5,2,3) = 0.

Twierdzenie 3.2 (Routh—-Hurwitz) Jesli
Ap #0,A2 #0,...,A,, #0, (3.2)

to zaden z pierwiastkow wielomianu M (s) nie lezy na osi jw

oraz
Am )
.y .
Amfl

Whiosek 3.2 (kryterium Routha-Hurwitza) Jesli

Ay
A

my = 14 <a'm7 Ala

Ay >0,A5>0,...,4, >0, (33)

to system jest stabilny.

Whiosek 3.2 orzeka, ze spelienie warunku (3.3) wystar-
cza, aby system byt stabilny.

Twierdzenie ~ Routha-Hurwitza  jest  skutecznym
narzedziem, gdy wyznacznik Hurwitza 1 wszystkie
jego podwyznaczniki sa rézne od zera. Pozwala ono
wowczas w sposob jednoznaczny okre§li€, czy system
jest stabilny czy nie. Pozwala ono ponadto wyznaczy¢
liczbe niestabilnych pierwiastkéw wielomianu polozonych
w prawej pélplaszczyznie. Gdy jednak przynajmniej
jeden z nich jest zerowy, to twierdzenie nie upowaznia do
jakichkolwiek wnioskéw na temat stabilno$ci.

Przyklad 3.3 Dla wielomianu charakterystycznego

(s +2)(s+3)? = s> +8s% 4 21s + 18,

wyliczamy
8§ 18 0
Hy= |1 21 0 ,Hz_ﬁ ;ﬂ,ﬂl_[s},
0 8 18

skqd wynika, e Ay =8, Ay = 150, Az = 1200. Poniewaz

150 1200
=VI,8—,— | =0
m+ <7 9 8 ) 150) )
wielomian ten ma wszystkie pierwiastki w  lewej

potplaszczyinie. System jest stabilny.

Przyklad 3.4 Niech teraz mianownikiem transmitancyi
bedzie

(s —1)*(s+2)(s+3) =s*+35> 35> — 75 +6.

Zatem

T3 60 370

H4 = ’H3 = 1 —3 6 9
0 3 =70 0 3 _7
0 1 -3 6
3 =7
H2—|:1 _3:|,H1—3.
Zatem Al = 3, Ag = 72, Ag == 740, A4 = =240 1
ostatecznie
2 40 240
my = Vv (1?37332740> -

Wielomian M(s) nie ma wiec zadnego pierwiastka na osi
jw, dwa w prawej pétptaszczyznie oraz dwa w lewej. System
jest zatem niestabilny.
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4 3. STABILNOSC¢. KRYTERIA. 4

Przyklad 3.5 Dla transmitancji

1 1

(s242)(s+3) T S +35212546

wyliczamy

3 6

3 6 0
Hs=det| 1 2 0 | ,Hy= [ 1 2],H1:[3],

0 3 6
skqd wynika Ay = 3, Ay = 0 oraz Az = 0. Poniewa?
wsréd wyznacznikéw znajduje sie zerowy, zatem kryterium
nie wypowiada si¢ na temat stabilnosci systemu.

3.3 Kryterium Hurwitza

Twierdzenie 3.3 (kryterium Hurwitza) System  jest
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek

(3.3).

Gdy przynajmniej jeden wyznacznik jest zerowy, kry-
terium Routha-Hurwitza pozostawia problem stabilno$ci
otwartym, nie prowadzi do zadnej konkluzji. Kryterium
Hurwitza domyka sprawe, gdyz orzeka, ze system jest
wtedy niestabilny. O ile bowiem kryterium Routha-
Hurwitza stanowi, ze z (3.3) wynika stabilnos¢, to kryterium
Hurwitza dodaje do tego, ze z braku spelnienia wynika
niestabilno$¢. Innymi stowy stanowi, ze (3.3) jest nie tylko
warunkiem wystarczajacym ale takze koniecznym, ze jest
on réwnowazny stabilno§ci. Jeéli bowiem jest spelniony to
system jest stabilny, jeSli nie to system jest niestabilny.

Podsumowujac zatem, kryterium Huwitza, czyli
Twierdzenie 3.3, jest skuteczniejszym narzedziem do
badania stabilnosci niz kryterium Routha-Hurwitza, czyli
Whniosek 3.2. Odpowiedzi na pytania o stabilno$¢ udziela
bowiem zawsze, niezaleznie od warto§ci wyznacznikéw.
Twierdzenie Routha-Hurwitza 3.2 pozwala natomiast
ustali¢ liczbe biegunéw niestabilnych lezacych w prawej
polplaszczyznie, co poszerza mozliwoSci stosowania w
sposéb skuteczny kryterium Nyquista, ktére poznamy
pozniej.

Przyklad 3.6 Dla systemu o transmitancji

L(s)
653 + 1352 + 125 + 4’
13 4 0
H;=| 6 12 0 ,HQ_[IG?’ 112],H1_[13].
0 13 4

Zatem Az = 528, Ao = 150, Ay = 13. System jest stabilny.
Przyklad 3.7 Dla M(s) = 8s + 452 + 25 + 1 wyliczamy

4 1

410
Hy;=|[8 2 0 ,HQ:{8 2},H1:[4].
04 1

Poniewaz Az =0, Ay =0, Ay =4, system jest niestabilny.
Przyklad 3.8 Dia M(s) =8s® +3s? +2s+1

3 1

310
Hy=|8 2 0 ,H2:[8 2},H1:[3],
03 1

Az = =2, Ay = =2, Ay = 3. System nie jest stabilny.

3.4 Kryterium Michajlowa

O ile poprzednie kryteria sa natury numerycznej, to
kryterium Michajlowa ma charakter czestotliwo$ciowy. Na
podstawie tzw. wykresu Michajlowa przedstawiajacego
M (jw) dla w € [0, 00), rys. 3.5, bada sie¢ w nim funkcje
M(jw) = am(jw — s1)(jw — s2) -+ (Jw — $m)
= | M (jo) e MG,

Zajmiemy sie osobno modulem |M (jw)| oraz osobno argu-
mentem arg M (jw).

<
\ argM(joo)

Rys. 3.5: Przykladowy wykres Michajlowa.

Im

NED

Dla wygody, przez m_, mg, my oznaczymy liczbe
biegunéw odpowiednio w lewej péiptaszczyznie, na osi liczb
urojonych i w prawej polplaszczyznie. Jest przy tym
oczywiste, ze m_ + mg + my = m. System jest stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy mg = m4 =0, tzn. gdy m_ = m.

Wiasnos$¢ 3.1 Rownosc mg = 0 zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy |[M (jw)| # 0 dla wszystkich w € [0, 00).

(a) (b) (©)
/ Q ™S~~

Rys. 3.6: Przykladowe wykresy Michajtowa.

Iustracja jest rys. 3.6. W sytuacjach (a) i (b) wykres
przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych, przy czym
w pierwszej zaczyna sie¢ w nim. W pierwszej zatem réwnanie
M(s) = 0 ma pierwiastek s = 0, w drugiej pare rozwiazan
urojonych. W obu przypadkach mg > 0, co oznacza, ze
system jest niestabilny.

W sytuacji (c¢) wykres nie przechodzi przez poczatek
uktadu wspétrzednych, a zatem mg = 0. Sytuacja ta bedzie
przedmiotem dalszych rozwazan. Zajmiemy sie w nich
argumentem funkcji M (jw) 1 ustalimy czy m_ > 0.

Wspomniany argument, czyli arg M (jw) zmienia si¢ przy
zmianie w. Jego catkowity przyrost definiujemy jak ponizej:

Aarg M(jw) = lim arg M(jw) — arg M (jO).
0<w< oo w00

Wiasnos¢ 3.2 Jesli mg =0, to

Aarg M(jw) = (m_ — m+)g. (3.4)

0<w< oo

Dowéd. Zauwazmy, ze

Aarg M(jw) = Aarg (jw —s1) + Aarg (jw — s2)

0<w< oo 0<w< oo 0<w< oo
+-- 4+ Aarg (Jw — Spm)-
0<w< oo
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5 3. STABILNOSC¢. KRYTERIA. 5

Jesli pierwiastek £ jest liczba rzeczywista i £ # 0, to — jak
to wynika z rys. 3.7 —

/2
_7T/2a

dla € <0,
dla & > 0.

0<w< oo

Aarg (jw —§) :{

Na rysunku tym wektor jw — £ pokazany jest z doktadnoscia
do réwnoleglego przesuniecia, ktoére nie zmienia interesu-

jacego na kata arg(jw — &).

Aag(jo-8)

Rys. 3.7: Pierwiastek £ # 0 liczba rzeczywista.

Aarg(jo—n)

—

Ren<0 Rep0  Aag(o-n)

=

Aagjo-1) 7ﬁ
n

Rys. 3.8: Para pierwiastkéw zespolonych (n,7).

Aargjo-n)

Dla pary liczb zespolonych (n,7) takiej, ze Ren # 0
natomiast
T‘-’
-,

patrz rys. 3.8, na ktérym wektory jw—n i jw—n pokazane sa
z dokladnoScig do réwnoleglego przesuniecia. W oczywisty
sposéb wynika stad (3.4). O

Z Wiasnosci 3.1 i 3.2 oraz tego, ze system jest stabilny
wtedy i tyko wtedy, gdy mo = my = 0, wynika kryterium
Michajtowa.

dlan <0,

Aarg (jw —n)(jw —7) = dlan>0

0<w< o

Twierdzenie 3.4 (kryterium Michajlowa) System jest
stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelnione sq dwa ponizsze
warunki:

|M(jw)| # 0 dla wszystkich w € [0, 00),

Aarg M (jw) = mg.

0<w< oo

Kryterium podaje warunek stabilnosci, ktéry jest
réwnocze$nie konieczny i wystarczajacy. Mozna je wyrazic
w formie geometrycznej jak ponizej:

Whiosek 3.3 (kryterium Michajlowa) System jest sta-
bilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy wykres Michajtowa
e nie przechodzi przez poczgtek uktadu wspdtrzednych oraz
e przechodzi kolejno przez m ¢cwiartek plaszczyzny w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazdéwek zegara.

Przyklad 3.9 Dia M(s) = s* + s3 + 5s® + 35 + 4
otrzymujemy M (jw) = (w* —5w?+4) + j(—w® + 3w).
Réwnanie Re M (jw) = 0 ma zatem nieujemne rozwigzania:

w1 = 1 oraz we = 2. Ponadto Im M (jwi) = 2 oraz
Im M (jws) = —2. Réwnanie Im M(jw) = 0 ma takze
dwa nieujemne pierwiastki ws = 0 i wy = /3, dla ktérych
Re M (jws) = 4, Re M(jws) = —2. Na tej podstawie mozna
sporzqdzit nstepujacaq tabele:

w Re M (jw) | Im M (jw)
w1 = 1 0 2
wy =3 -2 0
wo =2 0 -2

w ktdrej pierwiastki wy,ws,ws,ws $G uszeregowane w ros-
nqcej kolejnosci.  Dzieki niej tatwo sporzadzamy wykres
Michaglowa, rys. 3.9. Na jego podstawie stwierdzamy, ze
Aargyc oo M(jw) = 2m. Zatem system jest stabilny.

Rys. 3.9: Wykres Michajlowa, Przyklad 3.9.

Przyklad 3.10 Niech teraz M(s) = s*+ 253+ 552+ 9s+4.
Postepujgce jak w Przyktadzie 3.9 dochodzimy do wykresu jak
na rys. 3.10. Poniewat Aargyc, ..o M(jw) # 2w, wiec
system jest niestabilny. B

Rys. 3.10: Wykres Michajlowa, Przyktad 3.10.

4 Podsumowanie

Kryterium Routha-Hurwitza, czyli Wniosek 3.2, stanowi,
ze zestaw nieréwnoSci (3.3) jest wystarczajacym warunkiem
stabilnosci. Jedh jest on spelniony, to system jest stabilny.

Kryterium Hurwitza dodaje, ze jest on takze konieczny,
czyli orzeka ze jest to warunek jednocze$nie wystarczajacy
i konieczny. Spelienie implikuje bowiem stabilnos¢, a
niespeknienie niestabilnosc¢.

Podobnie kryterium Michajlowa podaje warunek wystar-
czajacy i konieczny.

Warunek (3.1) w twierdzeniu o znaku wspélczynnikéw
jest natomiast konieczny, bowiem jego niespelienie oznacza
niestabilno$c.
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