1 1. TRANSFORMACJA LAPLACE’A 1

1 Sygnaly

Przedmiotem naszego zainteresowania beda sygnaly, czyli
funkcje czasu oznaczonego symbolem ¢, okre$lone na calej
prostej. Przykladem jest skok jednostkowy 1(¢), rys. 1.1,
czyli funkcja zdefiniowana jak ponizej:

0, dlat<O0
1“)—{ 1, dat>0.

5(1)
t t

Rys. 1.1: Skok jednostkowy 1(¢) i impuls Diraca 0(¢).

1(?)

Specyficznym i waznym sygnalem jest d(t), czyli tzw.
impuls (delta) Diraca, patrz Uwaga 1.1, przedstawiony
takze na rys. 1.1. Sygnatl ten nie jest klasycznie rozumiang,
funkcja, ma on bowiem wlasnosci jak ponizej:

[0, dat#0
o) = { 0o, dlat=0,

/_O; S(t)dt = 1.

Ponadto, dla dowolnej funkeji f(t),

(1.1)

[ ot wswi = s (1.2)

Dodajmy, ze
t
/ o(r)dr = 1(t)

oraz na mocy umowy, bowiem 1(¢) nie ma klasycznie
rozumianej pochodnej w punkcie ¢ = 0,

d

—1(t) = ().

S1(0) = 8()

Uwaga 1.1 Impuls Diraca to specyficznie rozumiana gra-
nica ciggu funkcji o, (t), patrz rys. 1.2, dla ktérych
ffooo o, (t)dt = 1. Jego klasycznie rozumiana granica o(x)

n/2
@(1)

-1/n 1/n
Rys. 1.2: Funkcja ¢, (¢).

nie zachowuje tej wlasnosci, gdyz o(x) = 0 dla x # 0,
a zatem [°_p(x)dx = 0. Impuls Diraca §(t) mozna jednak
uwazat za swoiScie rozumiang granice, ktdra te wlasnosé
zachowugje, bowiem ffooo o(t)dt = 1. Granica ta, czyli 6(t),
nie jest bowiem funkcja, lecz tzw. dystrybucjg. Na tej
zasadzie, wyrazenie po lewej stronie w (1.2) jest réwne

oo n to+1/n
lim o, [t —1to)f(t)dt = lim —/ f)de
n—oo J_ n—oo 2 to—1/n
f(to)

2 Transformacja Laplace’a

2.1 Definicja

Definicja 2.1 Funkcje F(s) zdefiniowang wzorem

F(s) = /0 T et (2.1)

nazywa si¢ transformataq Laplace’a funkcji f(t).

Transformata zalezy tylko od f(t) dla ¢ > 0, nie zalezy
od f(t) dlat < 0.

O ile F(s) nazywa si¢ transformata, to f(t) jej orygi-
nalem. Operacja prowadzaca od f(t) do F(s) nazywa sie
natomiast transformacjg Laplace’a.

Czesto stosuje sie zapisy skrécone: F(s) = f(t),
L{f(t)} = F(s) lub f(t) = £7Y{F(s)}. Zgodnie z ogélnie
przyjeta konwencja transformata funkcji oznaczonej malg
literg zapisywana jest litera wielka, np. G(s) = g(t).

Na rzecz rozwazan dotyczacych transformacji Laplace’a
przyjmujemy, ze (poréwnaj z (1.1))

/OOO S(t)dt = 1.

Odwolujac si¢ bezposrednio do definicji wyznaczymy
teraz transformaty kilku funkcji.

Przykiad 2.1 (impuls Diraca) Na mocy definicji

bowiem
e{6(t)} = /OOO S(t)e tdt = e, _ = 1.
Przyklad 2.2 (skok jednostkowy) Aby wykazaé, e
1(t) =
korzystamy z definicji i otrzymujemy

o 1
/ e *ldt = (—e‘“)
0 5

Przykiad 2.3 (funkcja wykladnicza) Wykazemy, ze

t=00
1
1(t) =

t=0

1
s+a

e—at =

Na mocy definicji, bowiem

o0 o 1
/ e~ et dt = / e~ Gty — ——
0 0 s+a

Przyklad 2.4 (sinusoida) Sprawdzimy, ze

e—at =

. ;= w
sinwt = —.
§2 + w?
Zaczynamy od réwnosci
: t = L. Jwt —jwt
sinwt = —j (e™" —e ,
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2 1. TRANSFORMACJA LAPLACE’A 2

ktérq moina otrzymac odejmujac stronami co ponizej

ejwt

coswt + j sin wt,

eIt = coswt — jsinwt.

Korzystajgc nastepnie z Przykladu 2.3, otrzymujemy

57 (e} — 8{e71)

11 1\ w
- Y/ s—jw  s+jw)  s2Hw?

Na podobnej zasadzie

L{sinwt} =

- S
coswt = —5——.
s2 4+ w?

Przyklad 2.5 Relacja

. . §sinyp +wcosp

sin (wt =—— —

in wt + ) = T

wynika z Przykladu 2.4 i réwnoci sin(wt+¢) =
sin wt cos ¢ 4 coswt sin . Podobnie

. 5C0Sp —wsin

t =
cos (wt + ¢) e
Przykiad 2.6 (opé6znienie o 7) Jesli f(t) =0 dlat < 0,
to
flt—71)=e"TF(s),
poniewaz

[ s mestar= e [T e meea
0 T
— o ST —std — e STE(s).
e /0 f(t)e t=e (s)

Przykiad 2.7 (splot) Wykazemy teraz, ze jesli f(t) = 0
ig(t)=04dlat <0, to

/o ft—m7)g(r)dr = F(s)G(s).

Wyrazenie po lewej stronie nazywa si¢ splotem funkcji f(.) i
g(.). Jest ono rowne [*_ f(t—7)g(7)dr, poniewat g(1) =0
dla T € (—00,0] i f(t —7) =0 dla 7 € [t,00). Jest ono
ponadto réwne 0 dla t < 0. Zatem jego transformatq jest

/ Z [ / Z £t - ﬂg(ﬂcﬂ —

= /_o; [/_o; f(t—T)e_S(t_T)dt} g(r)e "dr

_ [ O; F(t)e*tdt [ O:O g(r)e—"Tdr = F(s)G(s).

2.2 Wilasnoéci

Przejdziemy teraz do omoéwienia wlasnosci transformacji.
Jest ona operacja liniowa, poniewaz

af(t) £bg(t) = aF(s) £ bG(s), (2.2)

co wynika z tego, ze polega ona catka. Ponadto, Cwiczenia
2.112.2:
e " f(t) = F(s +a),
~ d
tf(t) = — . F(s).
Dzigki (2.3) i (2.4) mozna latwo wyznaczy¢ transformaty
bardziej skomplikowanych funkcji, co czynimy w § 3.

(2.3)
(2.4)

Cwiczenie 2.1 (mnozenie przez e ) Aby
(2.3) wystarczy skorzystaé z definicji, bowiem

wykazat

0 = [ e T = Fs a)

Cwiczenie 2.2 (mnozenie przez t) Relacja (2.4) doty-
czqea mnozenia przez t wynika z ponitszeqo:

—%F(s) = —% (/OOO f(t)e“dt)

__ /OOO £(#) (ddse—sf) dt

= /OO tf(t)e Stdt = tf(t).

0

2.3 Transformaty pochodnej i calki

Przejdziemy teraz do transformat pochodnej i catki. Jesli
funkcja f(.) jest ciagla w punkeie ¢t = 0, to

f'(t) = sF(s) = 1(0),

patrz Cwiczenie 2.3. Jegli jednak funkcja ta nie jest ciagta
w tym punkcie, jesli f(0_) # f(0), gdzie f(0_) oznacza jej
granice lewostronng w punkcie t = 0, to obowiazuje reguta
jak ponizej, patrz Cwiczenie 2.4:

f'(t) = sF(s) = f(0-),

ktérg przyjmujemy jako podstawowsa, i ktéra bedzie nas
obowiazywaé. Mowimy, ze wyraz f(0_) uwzglednia tzw.
warunek poczatkowy.

Z (2.6) wynika (Cwiczenie 2.5), ze

F'(t) = $*F(s) = sf(0-) = f'(0-).
Dla trzeciej pochodnej
FO) = $°F(s) = s2(0-) = sf'(0-) = f7(0-)

oraz, ogdlnie,

(2.5)

(2.6)

(2.7)

f(t) = 5" F(s) = Paa(s),
gdzie

Pooi(s) = s" 1 F(0-) + 52 f(0)
4ot sfPTD02) + FD(00)

jest wielomianem stopnia n—1. Gdy rzad pochodnej roénie,
wielomian warunku poczatkowego rozrasta sie, jego stopien
jest o 1 mniejszy od rzedu pochodne;j.

Jesli chodzi o transformate calki, to (patrz Cwiczenie 2.6)

t
/ F(rydr = 1R(s). (2.8)
0 s

Z uwagi na (2.6) i (2.8), mozna powiedzie¢, ze
rézniczkowaniu  w  dziedzinie ¢ odpowiada mnozenie
w dziedzinie s (z dokladno$cia do warunku poczatkowego),
natomiast catkowaniu odpowiada dzielenie przez s. Z tego
tez wzgledu s nazywa sie operatorem rézniczkowania, a 1/s
operatorem catkowania.
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3 1. TRANSFORMACJA LAPLACE’A 3

Cwiczenie 2.3 (pochodna funkcji ciaglej) Na
definicji

mocy

fi) 2 / " e,

Catkujac przez czeéci i przyjmujge limy .o f(t)e 5t = 0,
stwierdzamy, ze wyrazenie po prawej stronie jest réwne

fOe 2 - /0 " <jt@‘) at
= (lim f(®e = FWe],,) - /Ooo F(8) (—se™*") dt
= S0+ /0 " fea.

Cwiczenie 2.4 (pochodna dowolnej funkcji) Skok je-
dnostkowy nie jest ciagly w punkcie t = 0 i dlatego wzor
(2.5) nie ma zastosowania, bowiem wedtug niego, np.

I {jtm)} = sS{1(t)} — 1(0) = 5% —1=0,

co mie jest prawdq z tej racji, e

I {jtl(t)} = e{8(t)} = 1.

Wedlug (2.6), zgodnie z prawda,

¢ {jtl(t)} —sS{1()} = 1(0_) = sé _0=1.

Jesli natomiast funkcja f(t), podobnie jak skok jednostkowy,
nie jest lewostronnie ciggla w punkcie t = 0, to mozna ja
przedstawic w postaci g(t) + h(t), gdzie

- £(0),
9t) = { F() = £(00),

jest funkcja ciagla, a h(t) = (f(0) — f(0-)) x 1(¢t) nieciagta,
rys. 2.1.  Wobec g(t) jako funkcji cigglej majq wiec
zastosowanie obydwa wzory, tzn. (2.5) i (2.6), wobec f(t)
1 h(t) jedynie ten drugi.

16 V o)

ﬂ ) ﬂ +

Rys. 2.1: Funkcja f(t) jako suma funkcji ciaglej g(t) i skoku
h(t).

dlat <0
dlat >0,

h(?)

Cwiczenie 2.5 (pochodna drugiego rzedu) W celu

sprawdzenia (2.7), przepiszemy (2.6) w postaci
e{ 50 | = setafo) - g00-),
skad wynika, Ze
£} = {40 | = sel7/0) - 1 0-)

ktore to wyrazenie jest réwne

s[sF(s) = f(0-)] = f(0-) = s*F(s) = sf(0-) = f'(0-).

Cwiczenie 2.6 (catka) Wykazanie (2.8) nie jest trudne.
Calkujac bowiem przez czesci i zaktadajac, ze [ | f(t)]dt <
o0 , olrzymujemy

S{/Otf(t)dT} = /OOO (/Otf(f)dr) e Stdt
Uot f(r)dr (-ie—st)] z_:o 2 /OOO F(t)etdt
(s)

1
= =F(s).
s

2.4 Twierdzenia graniczne

Twierdzenia  graniczne podaja  zwigzki
limg o f(t) 1 lmy_.o f(t) czyli granicami
w dziedzinie czasu, a jej transformata F(s).

pomiedzy
funkcji

Twierdzenie 2.1 Jedli granica lim;_.q f(t) istnieje, to

lim f(t) = lim sF(s).

t—0 §—00

W powyzszym twierdzeniu lim; ¢ f(¢)
prawostronng.

jest granica

Twierdzenie 2.2 Jesli granica lim;_,, f(t) istnieje, to
lim f(t) = lim sF(s).
t—oo s—0

Zalozenie o tym, ze granica w dziedzinie czasu istnieje
jest istotne. Zauwazmy bowiem np., ze L{sin(wt)} =
s/ (s> + w?), skad wynika lim,_os€{sinwt} = 0. Nie
upowaznia to jednak do wyciagniecia wniosku, ze granica
lim;_, o, sin wt jest réwna zero.

3 Transformaty wybranych funkcji
Wykorzystujac podane wczeéniej wlasnosci (2.3) 1 (2.4),
wyznaczymy teraz transformaty Laplace’a kilku waznych

funkcji.

Przyktad 3.1 Dzicki (2.4),

et} = et x 1(t)} =

d d (1 1
dsg{ ()} ds (5) 52
Przyklad 3.2 Korzystajgc z (2.3), otrzymujemy

_ 1
L{te™} = L{t}smsra = 2

(s+a)?

s=s+a

Przyklad 3.3 7 (2.3) i Przykladu 2.4 wynika, ze

_ . ~ : w
e tsinwt = S{SIHUJtHs:s-Hf T 242
$% +w s=s+o
w
(s+0)%+w?
jak réwniez
— =~ s + g
e “tcoswt = T e 3
(s+0)?+w

W. GREBLICKI

PODSTAWY AUTOMATYKI

2006



4 1. TRANSFORMACJA LAPLACE’A 4

Przyklad 3.4 Z (2.4) i Przyktadu 2.4 wynika

sinwt 2 dS{' 1 d w 2ws
sinwt = — —&{sinwt} = —— =
ds ds 2 +w? (82 +w?)?
oraz
52 — w?
tcoswt = ———.
(82 + w?)?

Przyklad 3.5 Korzystajac z (2.3) i

wnioskujemy, ze

Przyktadu 3.4,

2w(s + o)

—ot » ~ . o
te tsinwt = £{t81nwt}‘ = m

s=s+o
oraz ) )
. (s+0)*—
te 7t coswt = M.
((s 4 0)? + w?)?
W przykladzie ponizej korzystamy z zasady liniowosci
(2.2).

Przykilad 3.6 Aby wyznaczyc transformate  funkcji
2e3t + 4e=t. korzystamy z (2.2), aby napisat
£{ 2% 4 4e70)
1 1
= 28{e¥} +4L{e ¥} =2—— +4——
{eT}+al{e™} =2—5 +4—
- 6s — 2
 (5=3)(s+5)

4 Rozklad na ulamki proste

Transformaty Laplace’a funkcji, ktére nas interesuja maja
postac

L(s)

M(s)’
gdzie L(s) i M(s) sa wielomianami o stopniach [ oraz m.
Sa to zatem funkcje wymierne. Omoéwimy teraz problem
znalezienia ich oryginaléw, czyli

e {3}

Istotny dla naszych rozwazan jest mianownik

M(s) = ams™ + am-18"™"" 4+ ar1s +ag
= am(s — 81)(5 - 52) ce (3 - Sm)a

gdzie s1,82,...,8m_1,Sm S& jego pierwiastkami. Moga
byt one rzeczywiste lub zespolone. Zespolone wystepuja
parami, kazdemu zespolonemu towarzyszy bowiem drugi
sprzezony z nim. Zaréwno pierwiastki rzeczywiste jak i pary
zespolone moga byt pojedyncze lub wielokrotne. Istotne
znaczenie ma dla nas

Wiasno$¢ 4.1 Zalézmy, ze wszystkie pierwiastki wielomia-
nu M(s) sq jednokrotne. Jesli

o [ < m, to istniejq liczby Ay, As, ..., Ay, takie, e

Dla [ < m zatem

L(s)

;A s1t A sat A Smt
M (s) 1€ + Age™ + -+ Apem,

dla | = m natomiast

L(s)

~ s1t sat . Smt
M) Apd(t) + Are®* + Age® 4 .- + A et

Uwaga 4.1 W rozkladzie na ulamki proste, jesli s; jest
rzeczywiste, to A; jest rzeczywiste, je§li zespolone, to A;
jest takze zespolone, jesli s = So, to Ay = As, np.

s+ 3 1 -1+ —1—3
s—2

(s =2)(s = j)(s +7) 20s—j)  2s+4)

Przykilad 4.1 (I <m) Przykladem rozkladu dla sytuacji
I <m jest

Ay As

25+ 3 - n
Cs+4 0 s+5

(s+4)(s+5)

Przykiad 4.2 (I =m) Jako przyklad rozkladu dla sytuacji
l=m =2, moze stuzyc

s24+s+1
(2s+3)(bs +4)

Ay
25+ 3

Ay

=A .
ot 55+ 4

Uwaga 4.2 (I =m) Rozklad

s2+2s+3 a b

(s+1)(s+2):s+l s+2

niezgodny z Wlasnosciq 4.1, nie jest poprawny, poniewaz

a b
s+1

(a+b)s+ (2a+ )

s+2  (s+D(s+2)

skagd wynika, e wyrazenie w liczniku utamka po prawej
stronie nie jest wielomianem stopnia 2.

Dzigki Wlasnoéci 4.1 funkcja wymierna L(s)/M(s), ktorej
bieguny, czyli pierwiastki réwnania M(s) = 0, sa jed-
nokrotne, zostala rozlozona na ulamki proste, czyli utamki

0 postaci
1

S — S;

Jesli natomiast bieguny te sa wielokrotne, to rozklad
wymaga modyfikacji, co pokazuje Przyklad 4.8. Jedy-
nym problemem jest zatem wyznaczenie wspoélczynnikéw
oméwionych rozktadéw. Metody ich ustalania przedstawi-
my na przyktadach.

Przyklad 4.3 (I <m) Na podstawie Wlasnosci 4.1 moze-
my napisac

5s 4+ 11 o« L I3
Lis) _ A + 4, +...+ﬂ (s+2)(s+3) s+2 s+3
M(s) s—81 §—s2 S — Sm
Mno? bie st 2 3), b 3
e [ =m, to istniejq liczby Ao, A1, ..., A, takie, ze noz@/c oie stromy pracz (s +2)(s +3), posbywamy si¢
utamkow i otrzymujemy
L(s) 4 Ay Ao Am
M(s) L 55 +11 = als +3) + B(s + 2), (4.1)
W obydwu przypadkach réwnosci zachodzaq dla wszystkich czyli
s € (—00,00). 55+ 11 = (a+ B)s + (3a+ 25).
W. GREBLICKI PoDSTAWY AUTOMATYKI 2006



5 1. TRANSFORMACJA LAPLACE’A 5

Poréwnanie wspdtczynnikéw przy jednakowych potegach
zmiennej s stojgcych po obu stronach réwnosci prowadzi do
uktadu réwnan

S5=a+0
11 = 30 + 28 } (42)
ktory rozwigzujemy, otrzymujgc o = 1 oraz § = 4. Zatem
11 1 4
98 + _ i 2 o2 4 geBt,
(s+2)(s+3) s+2 s+3

Przyklad 4.4 Zadanie jak w poprzednim przykladzie
rozwigzemy w prostrzy sposéb. Poniewa? funkcje po obu
stronach (4.1) sq identyczne, zatem w szczegdlnosci sq
sobie réwne dla s = —2 i s = —3. Wartosci te
podstawiamy kolejno do obydwu stron i otrzymujemy w ten
sposéb o« = 1, B = 4. Dzieki tym podstawieniom
unikneliémy rozwigzywania ukladu (4.2) dwdéch réwnan o
dwdch niewradomych.

Przykilad 4.5 (I =m) W tym przykladzie stopnie wielo-
miandw w liczniku © mianowniku sq jednakowe:

B1 By
s+3 s+4+4’

s2+s+1
(s+3)(s+4)

= 60 + +
skad wynika s> +s+1 = Bo(s+3)(s+4)+ 6 (s+4)+B5(s+3).
Podstawiajac kolejno s = —3 oraz s = —4, znajdujemy [, =
7 oraz By = —13. Aby wyznaczyt [, mozna teraz podstawit
np. s =0, skqd wynika, ze By = 1. Zatem oryginalem jest
§(t) + Te 3t — 13e~ 4.

Przyklad 4.6 (pierwiastki zespolone) Wykazemy, ze
bieguny zespolone zwigzane sq z sygnatem periodycznym.
Jesli bowiem mianownik funkcji wymiernej ma pare takich
pierwiastkow, powiedzmy s1 = 0 + jw i S = 8§ = 0 — jw,
to w jej rozkladzie pojawia si¢ wyrazenie

A B

S — 851

G(s) =

(4.3)

)
S — So

w ktérym A i B sq liczbami zespolonymi, patrz Uwaga 4.1.
Jest ono réwne

A
(s—0)—jw (s—0)+jw
(A+B)(s—o0) (A- Bw

(s —0)? +w? (s —0)? +w?’

Poniewaz dla rzeczywistych s przyjmuje ono wartosci
rzeczywiste (jako transformata rzeczywistej funkcji czasu),
zatem j(A — B) jest liczba rzeczywistq, skqd wynika, Zze
B = A. Oznaczajgc A= —a—jf3, dochodzimy w ten sposcb
do wniosku, 2e B = —a + jB3. Badane wyrazenie jest wiec
réwne
206w
(s —0)? +w?

20(s — o

czego oryginatem jest

2¢7" (B sinwt — o cos wt)

cos wt

/ B . o
/a2 + et | ——sinwt — ——
/a2 + /62 /ag + 62
= 2y/a?+ B2 [cos psinwt — sin ¢ cos wi]
= 2\/a2 + B2 sin(wt — ),

przy czym sinp = a/v/ a? + B%. W rezultacie
g(t) = 2| Ale”" sin(wt — ),

ktora to funkcja jest periodyczna. Z (4.4) wynika ponadto,
ze rozkltadajac funkcje na utamki mozna, zamiast wyrazenia
jak w (4.3), zastosowaé utamek o postaci

as+b
(s —s1)(s —s2)’
gdzie a = —2a, b = 2a0 + 2w sq liczbami rzeczywistymi.

Przyklad 4.7 (pierwiastki zespolone) Nawigzujge do

Przyktadu 4.6, mozemy napisac

¢ ¢
/ g(T)dr = 2|A| / €7 sin(wt — )dr,
0 0

gdzie calka po prawej stronie jest réwna

o (wcosp + osinp)
1
—ﬁe”t (wcos (wt — ) — osin (wt — ¢)),
2 +w

ktora to wielkosé jest z kolei réwna

VT (coseos gk sinsing)
—e7" (cos v cos (wt — @) — sinesin (wt — )]

1 g
= m (COS(w - ‘P) — et cos(wt + ¢ — 4]0)) ,

przy czym siny = o/ o? + w?. Zatem

1 !
214
- \/|a2|c+l:; ( ; COS¢€0t COS(M+¢))) 7
gdzie ¢ =Y — .

Przyklad 4.8 (pierwiastek wielokrotny) Poniewa? je-
den z pierwiastkéw mianownika w (4.5) jest dwukrotny, wiec
Wlasnose 4.1 mie ma zastosowania. Rozklad na ulamki
proste jest bowiem nastepujgcy:
1 A B C
+ +

5(8—1)2:§ s—1 (s—1)2

(4.5)

Zatem

1=A(s—1)*+ Bs(s— 1)+ Cs.
Podstawiajgec s =0 i s = 1, wyliczamy A =1 oraz C = 1.
Zatem 1 = (s—1)%>+ Bs(s—1)+s, skad wynika, 2¢e B = —1.
Ostatecznie

LS S S|
s(s—1)2 s s—1 (s—1)2°
Poniewaz
B n C _ bs+ec
s—1 (s=12 (s—1)%’
gdzie b= B, c = C — B, zatem rozklad
_ 1 _a, Bstq
s(s—1)2 s (s—1)2

jest takze poprawny.
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6 1. TRANSFORMACJA LAPLACE’A

5 Réwnanie rézniczkowe
Liniowe réwnanie rézniczkowe rzedu n ma postac
any"™ () + an 1y D) + -+ ary () + aoy(t) = ult),
gdzie u(t) jest znang funkcja, przy czym t € [0,00).

Towarzyszy mu tzw. warunek poczatkowy, czyli zestaw
n liczb

y(nfl)(o_)’ y(n*)(o_), e ,y(l)(o—)a y(0-).

Korzystajac z narzedzia jakim jest transformacja Laplace’a,
mozemy je rozwigzac, tzn. potrafimy wyznaczy¢ funkcje
y(t),t € |0,00), ktéra je spehia.

Przyklad 5.1 Rozwigzemy teraz rdwnanie rdézniczkowe
pierwszego rzedu

y'(t) +ay(t) =0,

przy warunku poczatkowym y(0_). Dokonujgc przeksztatce-
nia Laplace’a wobec obydwu jego stron otrzymujemy

sY (s) = y(0-) +a¥(s) =0,

patrz (2.6), skqd wynika, ze

Zatem

Przyklad 5.2 Rownaniu rézniczkowemu drugiego rzedu
y" () + 3y () + 2y (t) = o(t)
towarzyszy warunek poczgtkowy y'(0-),y(0-). Poniewaz
Ly®)} =Y(s), &y (t)}=sY(s)—y(0-),

L{y" ()} = Y (s) — sy(0-) — y'(0-),

patrz (2.6), (2.7) i Przyktad 2.1, zatem dokonujgc transfor-
macji Laplace’a wobec obydwu stron réwnania otrzymujemy

[s7Y (s) = sy(0-) — /' (0-)]+3[sY (s) — ¢/ (0-)]+2Y (s) = 1,
skad wynika

(s +35+2)Y(s) = [sy(0_) + 45/ (0_)] + 1.

Zatem
Y(s) = sy(0-) +4y'(0-) +1  sy(0-) +4y'(0-) +1
B s243s+2 B (s+1)(s+2)
e b
s+ 1 0 s+ 2

gdzie a =4y (0_) —y(0_) + 1, b= —4y'(0_) + 2y(0_) — 1.
W rezultacie
y(t) = ae™t + be™ 2,

Przyklad 5.3 Rozwigzemy teraz réwnanie

y'+y=0,

przy warunku poczatkowym y'(0_),y(0_). Stosujac trans-

formacje Laplace’a, otrzymujemy
(s +1)Y (s) = sy(0-) —y'(0-) — y(0-) =0,

skad wynika
As n B
241 s241°
gdzie A=1y(0_), B=—y'(0_) —y(0_). Zatem

Y(s) =

y(t) = Acost+ Bsint
— ,/A2_|_B2(

= A%+ B?(sinpcost + cospsint)
= A2+ BZsin(t + ¢),

przy czym sinp = A/ A2 + B2,

6 Tablica transformat

a(t) 1
1
1(?) 3
1
t =
1 1
—¢2 —
2 53
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s+a
1
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‘ (s + a)?
1t2€_at 1 3
2 (s+a)
Lt w
sinw -
52 4+ w?
; s
cos w _
52 + w2
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t P e —
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. 2ws
t sin wt —
(# + o)
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tcoswt —
(s2 + w?)
2
te %t sinwt Ms—+(ﬂ2
(540 + )
3 2
te=t cosut (sto) —w
((s+0)*+w?)
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————c0st + ———=sint
VA? + B? VA? + B? " )
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