
7. Sygna÷y losowe �systemy dyskretne 1

1 Dyskretna transformata Fouriera

Dla ci ¾agu liczbowego

: : : ; x�2; x�1; x0; x1; x2; : : :

takiego, ·ze
1X

n=�1
jxnj <1; (1.1)

dyskretn ¾a transformat¾e Fouriera de�niuje si¾e jako

X(!) =
1X

n=�1
xne

�j!n:

Zgodnie z odwrotn ¾a transformat ¾a

xn =
1

2�

Z 2�

0

X(!)ej!nd!:

Twierdzenie 1.1 (wzór Plancherela) Jésli ci ¾ag xn
spe÷nia (1.1), to

1X
n=�1

x2n =
1

2�

Z 2�

0

jX(!)j2d!:

Dowód. Korzystaj ¾ac z de�nicji transformaty i jej
odwrotnósci, otrzymujemy

1X
n=�1

x2n =

1X
n=�1

xn

�
1

2�

Z 2�

0

X(!)ej!nd!

�

=
1

2�

Z 2�

0

 1X
n=�1

xne
j!n

!
X(!)d!

=
1

2�

Z 2�

0

X
�
(!)X(!)d!

=
1

2�

Z 2�

0

jX(!)j2d!;

co kończy dowód. �
Jésli ponadto

xn = 0, dla n < 0;

to ci ¾ag ma tak·ze transformat¾e Z o postaci X(z) =P1
n=0 xnz

�n. Jest zatem oczywiste, ·ze

X(ej!) = X(!);

sk ¾ad wynika, ·ze

1X
n=0

x2n =
1

2�

Z 2�

0

jX(ej!)j2d!:

2 Sygna÷y z czasem dyskretnym

Ci ¾ag
� � � ; X�1; X0; X1; � � � (2.1)

zmiennych losowych o takim samym rozk÷adzie praw-
dopodobieństwa jak X jest dyskretnym stacjonarnym
procesem stochastycznym. Wszytstkie nasze procesy s ¾a
stacjonarne i maj ¾a zerow ¾a średni ¾a (tzn. EXn = 0).

2.1 Funkcja korelacji, g ¾estóśc widmowa

Funkcj ¾a korelacji procesu (2.1) jest

R(n) = EfXn+mXmg; (2.2)

gdzie m jest dowolne.

W÷asnóśc 2.1 Funkcja korelacji ma nast ¾epuj ¾ace w÷as-
nósci:
(a) R(�n) = R(n);
(b) jR(n)j � R(0);
(c) R(0) = EX2;
(d) limn!1R(n) = E

2X:

Dowód. W÷asnósci (a) oraz (c) s ¾a oczywiste, natomiast
(b) wynika st ¾ad, ·ze E2jX0Xnj � EX2EX2. W÷asnóśc
(d), której nie dowodzimy, oznacza, ·ze korelacja pomi¾edzy
zmiennymi losowymi Xm i Xm+n, m dowolne, maleje do
zera, gdy n!1. �
G¾estóśc widmowa zde�niowana jak nast¾epuje:

S(!) =
1X

n=�1
R(n)e�j!n; (2.3)

jest dyskretn ¾a transformat ¾a Fouriera funkcji korelacji.
Ponadto

R(n) =
1

2�

Z 2�

0

S(!)ej!nd!: (2.4)

Poniewa·z R(0) = (1=2�)
R 2�
0
S(!)d!, z W÷asnósci 2.1

(punkt (c)) wynika, ·ze

EX2 =
1

2�

Z 2�

0

S(!)ej!nd!:

Dla procesów Xn i Yn,

RXY (n) = EfXn+mYmg;

m dowolne, nazywa si¾e funkcj ¾a korelacji wzajemnej, a jej
ca÷k¾e Fouriera

SXY (!) =
1X

n=�1
RXY (n)e

�j!n

funkcj ¾a wzajemnej g¾estósci widmowej. Oznaczaj ¾ac Zn =
Xn + Yn, mo·zemy napisác:

RZ(n) = RX(n) +RY (n) +RXY (n) +RY X(n);

SZ(!) = SX(!) + SY (!) + SXY (!) + SY X(!):

Jésli procesy Xn i Yn nie s ¾a skorelowane, tzn. jésli
EfXnYmg = EXEY , to

RZ(n) = RX(n) +RY (n) + 2EXEY:

Jésli ponadto EX = EY = 0, to

RZ(n) = RX(n) +RY (n)

oraz
SZ(!) = SX(!) + SY (!):
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2 7. Sygna÷y losowe �systemy dyskretne

2.2 Bia÷y szum

Jésli R(n) = �2�n, gdzie �n jest dyskretnym impulsem
Diraca, to mówimy, ·ze proces jest bia÷ym szumem. Za-
uwa·zmy, ·ze w procesie tym EXnXm = 0, dla n 6= m, co
oznacza, ·ze zmienne Xn i Xm, nie s ¾a skorelowane. Dla
procesu takiego S(!) = 2��2.

3 Sygna÷y losowe w systemach
dyskretnych

Zak÷adamy teraz, ·ze stabilny system o transmitancji K(z)
pobudzany jest stacjonarnym bia÷ym szumem Un o zerowej
średniej, patrz rys. 3.1, i funkcji korelacji.

RU (n) = �
2
U�n: (3.1)

Yn

K(z)
Un

Rys. 3.1: System dyskretny o losowym sygnale wej́sciowym.

Zatem

Yn =
nX

i=�1
kn�iUi =

1X
i=�1

kiUn�i; (3.2)

gdzie k0; k1; k2; : : : jest odpowiedzi ¾a impulsow ¾a systemu,
bowiem ki = 0 dla i = �1;�2; : : :.. Dla wygody, b ¾edziemy
niekiedy pisác U i Y w miejsce Un i Yn.
Zatem

1X
n=�1

Yne
�j!n =

1X
i=�1

kie
�j!i

1X
n=�1

Un�ie
�j!(n�i)

= K(ej!)U(!);

co oznacza, ·ze
Y (!) = K(ej!)U(!);

gdzie Y (!) i U(!)(!) s ¾a dyskretnymi transformatami Fouri-
era odpowiednio sygna÷ów na wyj́sciu i wej́sciu systemu.
Zbadamy teraz w÷asnósci stacjonarnego losowego sygna÷u

wyj́sciowego.

W÷asnóśc 3.1 Jésli sygna÷wej́sciowy jest bialym szumem
o funkcji korelacji (3.1), to

(�) EY = 0; EY 2 = �2U

1X
i=0

k2i ;

(�) RY (n) = �
2
U

1X
i=�1

kn+iki;

(
) EY 2 = �2U
1

2�

2�Z
0

jK(ej!)j2d!;

(�) SY (!) = �
2
U jK(ej!)j2;

(") RY U (n) = �
2
Ukn:

Dowód. Na mocy de�nicji

RY (n) = EfYnY0g =
1X

i=�1

1X
j=�1

kn�ik�jEfUiUjg

= �2U

1X
i=�1

kn�iki;

sk ¾ad wynika (�). Z (3.2) wynika, ·ze EYn =Pn
i=�1 kn�iEUi = 0. Ponadto

EY 2 = RY (0) = �
2
U

1X
n=�1

k2n;

co dowodzi (�). Zatem

SY (!) =
1X

n=�1
RY (n)e

�j!n

= �2U

1X
n=�1

1X
p=�1

kn+pkpe
�j!n

= �2U

1X
p=�1

" 1X
n=�1

kn+pe
�j!(n�p)

#
kpe

j!p

= �2UK(!)
1X

p=�1
kpe

j!p = �2UK(!)K(�!);

gdzie K(!) jest transformat ¾a Fouriera odpowiedzi impul-
sowej kn. Poniewa·z K(!) = K(ej!), gdzie K(z) =P1

n=0 xnz
�n jest transformat ¾a Z ci ¾agu kn, oraz K(�!) =

K�(ej!), zatem SY (!) = �2U jK(ej!)j2, co oznacza, ·ze (�)
jest prawdziwe.
Poniewa·z EY 2 = (1=2�)

R 2�
0
SY (!)d!, zatem wniosku-

jemy o prawdziwósci (
). Na koniec zauwa·zmy, ·ze

RY U (n) = EfYnU0g =
nX

i=�1
kn�iEfUiU0g = �2Ukn;

co oznacza, ·ze (") tak·ze jest prawdziwe. �

4 Regulacja automatyczna

Przedmiotem naszej analizy b¾edzie uk÷ad automatycznej
regulacji w sytuacji, gdy przychodz ¾ace sygna÷y maj ¾a
charakter losowy. Zbadamy dwie sytuacje, w których

� wartóśc zadana jest sygna÷em losowym

� deterministyczny sygna÷wartósci zadanej jest zak÷ó-
cony szumem.

4.1 Wartóśc zadana procesem stochastycznym

Sygna÷zadany Y0n jest bia÷ym szumem o g¾estósci widmowej
var[Y0], patrz system na rys. 4.1. Poniewa·z SE(!) =
var[Y0]jKE(j!)j2 oraz

KE(z) =
M(z)

L(z) +M(z)

wi¾ec

E"2n =
1

2�
var[Y0]

Z 2�

0

��KE(e
j!)
��2 d!

=
1

2�
var[Y0]

Z 2�

0

���� M(ej!)

L(ej!) +M(ej!)

����2 d!:

W. Greblicki Metody probabilistyczne 2020



7. Sygna÷y losowe �systemy dyskretne 3

!

KR(z)

KO(z)
Yn

gn

Y0n

Rys. 4.1: Uk÷ad automatycznej regulacji. Sygna÷wartósci
zadanej bia÷ym szumem

4.2 Zaszumiony sygna÷wartósci zadanej

Zbadamy teraz zachowanie si¾e uk÷adu automatycznej regu-
lacji w sytuacji, gdy do systemu dociera deterministyczny
sygna÷zadany Y0n zaszumiony bia÷ym sygna÷em losowym
�n o średniej zero, co przedstawiono na rys. 4.2. O jakósci
systemu świadczy nie uchyb "n = Y0n + �n � Yn, lecz b÷¾ad
en = Y0n � Yn, który powinien býc ma÷y.

!

KR(z)

Y0n + >nYn

KO(z)

gn

Rys. 4.2: Zaszumiony sygna÷wartósci zadanej.

Aby wyznaczýc ten b÷¾ad, zauwa·zmy, ·ze en = "n��n, sk ¾ad
wynika

Zfeng = Zf"ng � Zf�ng:

Poniewa·z

Zf"ng = KE(z) [Y0(z) + Zf�ng] ;

zatem

Zfeng = KE(z) [Y0(z) + Zf�ng]�Zf�ng
= KE(z)Y0(z) + [KE(z)� 1]Zf�ng:

Ostatecznie

en = edn + e�n;

przy czym

Zfedng = KE(z)Y0(z)

oraz

Zfe�ng = [KE(z)� 1]Zf�ng = �
�L(z)

L(z) +M(z)
Zf�ng:

B÷¾ad e zawiera dwie sk÷adowe, deterministyczn ¾a ed i
losow ¾a e�. Ta pierwsza by÷a przedmiotem analizy w ramach
przedmiotu Podstawy Automatyki. Jésli chodzi o drug ¾a, to

Ee2� =
1

2�

Z 2�

0

Se�(!)d!

=
1

2�
var[�]

Z 2�

0

���� L(ej!)

L(ej!) +M(ej!)

����2 d!:

5 Identy�kacja systemów

Jésli sygna÷wej́sciowy systemu jak na rys. 3.1 jest
stacjonarnym bia÷ym szumem, to

EYmU0 =
mX

i=�1
km�iEfUiU0g

= EU2
nX

i=�1
km�i�i = EU

2km;

sk ¾ad wynika, ·ze

km =
EYmU0
EU2

:

Naturalnym estymatorem km jest

bkm =
1

n

nX
i=1

Yi+mUi

1

n

nX
i=1

Ui

;

gdzie
(U1; Y1); (U2; Y2); (U3; Y3); � � �

s ¾a pomiarami wykonanymi na wej́sciu i wyj́sciu systemu.
Z prawa wielkich liczb wynika zbie·znóśc średniokwadra-

towa licznika do EYmU0 oraz mianownika do EU2 w
sytuacji, gdy n!1. W rezultacie

bkm n!1! km

wed÷ug prawdopodobieństwa.
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