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1 Dyskretna transformata Fouriera
Dla ciagu liczbowego
sy L2, L1, L0, L1, L2y - - -

takiego, ze
o0

Z |zn| < o0,

n—=—oo

dyskretna transformate Fouriera definiuje si¢ jako
o .
X(w) = Z Tpe Y,
n=-—oo

Zgodnie z odwrotng transformatg

1 271'7

Tp = — X (w)er " dw.
2T 0

Twierdzenie 1.1 (wzér Plancherela) Jesli
spetnia (1.1), to

cigg  Tp

(oo}
1 27

> xi:g .

n=—oo

|X ()] dw.

Dowéd. Korzystajac z definicji transformaty i jej
odwrotnoSci, otrzymujemy

[e) oo 1 2r )
5 e 3w (o [ T
n=—oo n=—oo
1 2m oo . o
=5 ; n;ooxnej‘“” X(w)dw
1 271'7* .
= — X (W)X (w)dw
271— 0
1 27 e )
= — X d
o I
co konczy dowdd. O

Jesli ponadto
z, =0,dlan <0,

to clag ma takze transformate Z o postaci X(z) =
oo g Tnz ™. Jest zatem oczywiste, ze

X(e?¥) = X (w),

skad wynika, ze

oo

S a2 = 1
no 2

n=0

27
|X (e7)|dw.

2 Sygnaly z czasem dyskretnym

Ciag

."3X71,X07X17"' (21)

zmiennych losowych o takim samym rozkladzie praw-
dopodobienstwa jak X jest dyskretnym stacjonarnym
procesem stochastycznym. Wszytstkie nasze procesy sa
stacjonarne i maja zerowa $rednig (tzn. EX, = 0).

2.1 Funkcja korelacji, gesto§¢ widmowa

Funkcja korelacji procesu (2.1) jest

R(n) = E{XpsmXm}, (2.2)

gdzie m jest dowolne.

Wiasnos§¢ 2.1 Funkcja korelacji ma mnastepujgce wlas-
nosci:

(a) R(—n)= R(n),

(b) |R(n)| < R(0),

(c) R(0)=EX?,

(d) lim, .. R(n) = E2X.

Dowéd. Wiasnoéci (a) oraz (c) sa oczywiste, natomiast
(b) wynika stad, ze E%|XoX,| < EX?EX?. Wlasnos¢
(d), ktorej nie dowodzimy, oznacza, ze korelacja pomiedzy
zmiennymi losowymi X,, i X,,4+n, m dowolne, maleje do
zera, gdy n — oo. O

Gesto$té widmowa zdefiniowana jak nastepuje:

Sw)y= > R(n)e 7", (2.3)

n=—oo

jest dyskretng transformatg Fouriera funkcji korelacji.
Ponadto
1

R(n) = o

2
/ S(w)el“ dw.
0

Poniewaz R(0) = (1/27) [7" S(w)dw, z Whasnosci 2.1
(punkt (c)) wynika, ze

(2.4)

EX2 1 2m

_ Jwn
o /. S(w)e’"dw.

Dla proceséw X, i Y,
RXY(n) = E{Xn+mym}7
m dowolne, nazywa sie funkcja korelacji wzajemnej, a jej
catke Fouriera
(o]
Sxy(w) = Z Rxy(n)e 7«m"
n=—oo

funkcja wzajemnej gestoSci widmowej. Oznaczajac Z, =
X, +Y,, mozemy napisac:

Rz(n) = Rx(n) —+ Ry(n) + ny(n) + Ryx(n),

Sz(w) = Sx(w) —+ Sy(w) + Sxy(w) + SYX(LJ).

Jesli procesy X, i Y, nie sa skorelowane, tzn.
E{X,Y,,} = EXEY, to

jesli

Rz<n) = RX(n) + Ry(’n) +2EXFEY.
Jesli ponadto EX = EY =0, to
Rz(n) = Rx(n) + Ry(’n)

oraz

Sz(w) = Sx(w) + Sy(w).
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2.2 Bialy szum

Jedli R(n) = 028,, gdzie d, jest dyskretnym impulsem
Diraca, to méwimy, ze proces jest bialym szumem. Za-
uwazmy, ze w procesie tym EX,X,, = 0, dla n # m, co
oznacza, ze zmienne X, i X,,, nie sa skorelowane. Dla
procesu takiego S(w) = 2702,

3 Sygnaly losowe w systemach
dyskretnych

Zakltadamy teraz, ze stabilny system o transmitancji K (z)
pobudzany jest stacjonarnym bialym szumem U,, o zerowej
Sredniej, patrz rys. 3.1, i funkcji korelacji.

Ry(n) = 06,. (3.1)

>
U,

n

I
Y,

n

K(2)

Rys. 3.1: System dyskretny o losowym sygnale wejsciowym.

Zatem

(3.2)

n e
Y, = Z kn_iU; = Z kiUn_i,

1=—00 1=—00

gdzie ko, ki1,ko,... jest odpowiedzig impulsowa systemu,

bowiem k; = 0 dlai= —1,-2,..... Dla wygody, bedziemy
niekiedy pisa¢ U 1 Y w miejsce U, 1 Y,.
Zatem
[ee] (oo} oo
Z Yne—jwn — Z kie—jwi Z Un_ie—jw(n—i)
n=—oo 1=—0Q n=—oo
= K(/*)U(w),

CO oznacza, ze o o
Y(w) = K(/*)U(w),
gdzie Y (w) i U(w)(w) sa dyskretnymi transformatami Fouri-
era odpowiednio sygnaléw na wyjsciu i wejSciu systemu.
Zbadamy teraz wlasnosci stacjonarnego losowego sygnatu
wyjsciowego.
Wiasnos¢ 3.1 Jesli sygnat wejsciowy jest bialym szumem

o funkcji korelacji (8.1), to

(a) EY =0,EY? =0}> k2,
i=0

(B) Ry(n)=of i kntiki,
—

() Y=oty [1K(e)Pde,

(6) Sy(w)= Uz2j|f§(€j”)|2,

(€) Ryu(n)=ogky.

Dowdéd. Na mocy definicji

o0

Ry(n) = E{Y,Yo} = > > ky_ik_;E{UU;}
I=—00 j=—00
= o} Z kn_iki,

skad wynika (f). Z (3.2)
Y kn—iEU; = 0. Ponadto

wynika, ze FEY, =

Y2=Ry(0)=0f » k2,

n=—oo

co dowodzi (o). Zatem

o0

Sy(w)= > Ry(n)e 7"

n=—oo

oo (oo}
) iy
= oy g g kntpkpe 79"

n=-—00 p=—00

=o? i [ i knﬂ?ejw(np)] ke P

p=—00 [n=—0c0

=0t K(w) > kpe!*? = o K(w)K(-w),

p=—00

gdzie K (w) jest transformata Fouriera odpowiedzi impul-
sowej k. Poniewaz K(w) = K(e/*), gdzie K(z) =
S Tz ™ jest transformata Z ciagu ki, oraz K(—w) =
K*(e’%), zatem Sy (w) = of|K(e’*)|?, co oznacza, ze (9)
jest prawdziwe.

Poniewaz EY? = (1/27) f0277 Sy (w)dw, zatem wniosku-
jemy o prawdziwoéci (7). Na koniec zauwazmy, ze

Ryy(n) = E{YaUo} = > kn i E{UUs} = 0(rkn,

co oznacza, ze (&) takze jest prawdziwe. ]

4 Regulacja automatyczna

Przedmiotem naszej analizy bedzie uklad automatycznej
regulacji w sytuacji, gdy przychodzace sygnaly maja
charakter losowy. Zbadamy dwie sytuacje, w ktérych

e warto$¢ zadana jest sygnalem losowym

e deterministyczny sygnal warto$ci zadanej jest zakls-
cony szumem.

4.1 Wartos¢ zadana procesem stochastycznym

Sygnal zadany Yp,, jest bialym szumem o gestoéci widmowej

var[Yp], patrz system na rys. 4.1. Poniewaz Sg(w) =
var[Yo]| Kz (jw)|? oraz
M(z)
K =
2C) = T M)
wiec
2m ) 9
Ee? = —var[Yb]/ |Kp(e!)|” dw
0
M) |
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7. SYGNALY LOSOWE — SYSTEMY DYSKRETNE 3

Ko(2)

Ki(2)

Rys. 4.1: Uklad automatycznej regulacji. Sygnal wartosci
zadanej bialym szumem

4.2 Zaszumiony sygnal wartosci zadanej

Zbadamy teraz zachowanie si¢ uktadu automatycznej regu-
lacji w sytuacji, gdy do systemu dociera deterministyczny
sygnal zadany Yp, zaszumiony bialym sygnalem losowym
&, o Sredniej zero, co przedstawiono na rys. 4.2. O jakosci
systemu §wiadczy nie uchyb e, = Yy, + &, — Yy, lecz blad
en = Yon — Yy, ktéry powinien by¢ maly.

}/;l YE)TL J’» g?l
Ky(2)

Ki(2)

Rys. 4.2: Zaszumiony sygnal wartoSci zadanej.

Aby wyznaczy¢ ten blad, zauwazmy, ze e,, = €, —&,, skad
wynika

Z{en} = Z{En} - Z{gn}
Poniewaz

Z{en} = Kg(2) [Yo(2) + Z{&.}],

zatem

Zen} = Kp(2) [Yo(2) + 2{&} — 2{&}
= Kp(2)Yo(2) + [Kp(2) — 1] Z{&.}-

Ostatecznie
€n = €dn t+ €gn,
przy czym
Z{ean} = Kp(2)Yo(z)
oraz

Zfeen} = [Kp(2) — 1] 2{&} = _L(Z;i(j\;(z)

Z{&}
Blad e zawiera dwie skladowe, deterministyczna eq i

losows e¢. Ta pierwsza byta przedmiotem analizy w ramach

przedmiotu Podstawy Automatyki. Jesli chodzi o druga, to

) 1 27
Ee; = o), See (w)dw
1 2 L) |
= %Var[f}/o L(ejw) + M(ejw)

5 Identyfikacja systemoéw

Jesli sygnal wejSciowy systemu jak na rys. 3.1 jest

stacjonarnym bialym szumem, to

EY,Uy= > km_iE{UiUo}

= EU? Z km—i0i = EU?kp,

skad wynika, ze
_ EY,Uy

Fm = EU?
Naturalnym estymatorem k,, jest

1 n

1 n
2V

gdzie
(Ulel)v (U27Y2)7 (U3, Yé)’ T
sa pomiarami wykonanymi na wejsciu i wyjéciu systemu.
7 prawa wielkich liczb wynika zbieznoé¢ sredniokwadra-
towa licznika do FEY,,U, oraz mianownika do EU? w
sytuacji, gdy n — co. W rezultacie

T n—oo
km — kn

wedlug prawdopodobienstwa.
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