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1 Transformacja Fouriera

Niech x(t), t 2 (�1;1) b¾edzie funkcj ¾a tak ¾a, ·zeZ 1

�1
jx(t)jdt <1: (1.1)

Jej transformat ¾a Fouriera eX(!) nazywa si¾e
eX(!) = Z 1

�1
x(t)e�j!tdt;

a operacj¾e, która przeprowadza x(t) w eX(!) �transforma-
cj ¾a Fouriera. Odwrotna transformacja stwierdza, ·ze

x(t) =
1

2�

Z 1

�1
eX(!)ej!td!:

Twierdzenie 1.1 (wzór Parsevala) Jésli funkcja x(t)
spe÷nia (1.1), toZ 1

�1
x2(t)dt =

1

2�

Z 1

�1
j eX(!)j2d!:

Dowód. Korzystaj ¾ac z de�nicji transformaty, otrzymu-
jemyZ 1

�1
x2(t)dt =

Z 1

�1
x(t)

�
1

2�

Z 1

�1
eX(!)ej!td!� dt;

co, po zmianie kolejnósci ca÷kowania, doprowadza do
równósci

1

2�

Z 1

�1
eX(!)�Z 1

�1
x(t)ej!tdt

�
d!

=
1

2�

Z 1

�1
eX(!) eX�(!)d!

i kończy dowód. �
Jésli ponadto x(t) = 0, dla t < 0, to funkcja x(t) ma

zarówno transformat¾e Fouriera eX(!) jak i Laplace�a X(s),
przy czym eX(!) = X(j!):
2 Procesy stochastyczne z czasem ci ¾ag÷ym

De�nicja 2.1 Rodzina X(t), gdzie t 2 (�1;1), zmien-
nych losowych takich, ·ze EX2(t) <1 dla ka·zdego t nazywa
si ¾e procesem stochastycznym drugiego rz ¾edu.

Badamy procesy, które s ¾a ponadto stacjonarne, tzn.
takie, w których wszystkie rozk÷ady prawdopodobieństwa
nie zmieniaj ¾a si¾e w czasie, tzn. przy przesuni¾eciu na osi
czasu. Ponadto, w dalszych rozwa·zaniach zak÷adamy, ·ze
wartóśc średnia procesu jest zerowa. Dla prostoty b¾edziemy
niekiedy pisác X zamiast X(t).

2.1 Funkcja korelacji, g ¾estóśc widmowa

Dla stacjonarnego procesu drugiego rz¾edu de�niuje si¾e
nast¾epuj ¾ac ¾a funkcj¾e korelacji:

R(�) = EfX(�)X(t+ �)g:

W÷asnóśc 2.1 Funkcja korelacji ma nast ¾epuj ¾ace w÷as-
nósci:
(a) R(�) = R(��) (parzystóśc);
(b) R(0) = EX2 = E2X + var[X];

(c) jR(�)j � R(0);
(d) lim�!1R(�) = E

2X:

Dowód. W÷asnósci (a) i (b) s ¾a oczywiste, natomiast (c)
wynika z nast¾epuj ¾acej nierównósci:

R2(�) = E2fX(t)X(t+ �)g � EX2(t)EX2(t+ �)

= E2X2 = R2(0);

która z kolei wynika z nierównósci Schwartza. Punkt
(d), który pozostawimy bez dowodu, oznacza, ·ze ko-
relacja pomi¾edzy zmiennymi losowymi maleje do zera, gdy
odleg÷óśc czasowa mi¾edzy rósnie do nieskończonósci. �
De�niujemy teraz funkcj¾e g¾estósci widmowej

S(!) =

Z 1

�1
R(�)e�j!�d� ;

która jest transformat ¾a Fouriera funkcji korelacji. Zatem

R(�) =
1

2�

Z 1

�1
S(!)ej!�d!: (2.1)

Z (2.1) wynika, ·ze R(0) = (1=2�)
R1
�1 S(!)d!, co,

po uwzgl¾ednieniu (b) we W÷asnósci 2.1, doprowadza do
równósci

EX2 =
1

2�

Z 1

�1
S(!)d!: (2.2)

Interpretuj ¾ac EX2 jako moc sygna÷u zauwa·zamy wi¾ec, ·ze
jest ona proporcjonalna do ca÷ki z g¾estósci widmowej.

Przyk÷ad 2.1 Jésli R(�) = e�j� j, � > 0, to S(!) =
2=(!2 + 1), rys. 2.1 i 2.2.

1

1!1

R(J)

Rys. 2.1: Funkcja korelacji, Przyk÷ad 2.1.

2

!2 2

S(T)

Rys. 2.2: G¾estóśc widmowa, Przyk÷ad 2.1.

Uwaga 2.1 Jésli Y (t) = X(t)+c, to RY (�) = RX(�)+c2.

Funkcj ¾a korelacji wzajemnej pomi¾edzy procesami X(t) i
Y (t) nazywamy

RXY (�) = EfX(t+ �)Y (t)g:
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2 6. Sygna÷y losowe - systemy dynamiczne

Jej ca÷ka Fouriera

SXY (!) =

Z 1

�1
RXY (�)e

�j!�d�

nazywa si¾e funkcj ¾a wzajemnej g¾estósci widmowej. Za-
uwa·zamy, ·ze RXY (�) = RY X(��) i, si÷¾a rzeczy, SXY (!) =
SY X(�!).
Niech teraz Z(t) = X(t) + Y (t). Jak ÷atwo sprawdzíc

(pisz ¾ac RX mamy na mýsli funkcj¾e procesu X itp.) ,

RZ(�) = RX(�) +RY (�) +RXY (�) +RY X(�);

SZ(!) = SX(!) + SY (!) + SXY (!) + SY X(!);

gdzie RX(�) i RY (�) s ¾a funkcjami korelacji procesów X(t) i
Y (t), natomiast SX(!) i SY (!) ich g¾estósciami widmowymi.
Jésli procesy nie s ¾a skorelowane, tzn. jésli EfX(t)Y (�)g =
EX(t)EY (�), to

RZ(�) = RX(�) +RY (�);

SZ(!) = SX(!) + SY (!):

2.2 Bia÷y szum

Jésli
R(�) = �2�(�);

to mówimy, ·ze proces X(t) jest bia÷ym szumem. Dla � 6= 0,
R(�) = 0, sk ¾ad wynika EfX(�)X(� + t)g = 0, co oznacza,
·ze zmienne losowe X(�) i X(� + t) nie s ¾a skorelowane. Dla
procesu takiego S(!) = 2��2, a zatem EX2 = 1. Moc
bia÷ego szumu jest zatem nieskończona. Nie jest to wi¾ec
proces �zyczny, lecz jedynie wygodna abstrakcja.

3 Sygna÷y losowe w systemach ci ¾ag÷ych

Zak÷adamy teraz, ·ze stabilny system o transmitancjiK(s) =
L(s)=M(s), l < m, rys. 3.1, pobudzany jest bia÷ym szumem
U(t) o funkcji korelacji

RU (�) = �
2
U�(�): (3.1)

Wyj́scie systemu w chwili t jest zatem okréslone przez splot

Y (t) =

Z t

�1
k(t� �)U(�)d� =

Z 1

�1
k(�)U(t� �)d� ;

gdzie k(t) = L�1fK(s)g. ZatemZ 1

�1
Y (t)e�j!tdt =

Z 1

�1

Z 1

�1
k(�)U(t� �)e�j!td�dt

=

Z 1

�1
k(�)e�j!�

�Z 1

�1
U(t� �)e�j!(t��)dt

�
d�

= K(j!)eU(!);
co oznacza, ·ze eY (!) = K(j!)eU(!);
gdzie eY (!) i eU(!) s ¾a transformatami Fouriera odpowiednio
sygna÷ów na wyj́sciu i wej́sciu systemu.
W÷asnósci stacjonarnego procesu stochastycznego Y (t),

czyli sygna÷u na wyj́sciu systemu, s ¾a podane poni·zej:

Y(t)U(t)

K(s)

Rys. 3.1: System o losowym sygnale wej́sciowym.

W÷asnóśc 3.1 Jésli sygna÷wej́sciowy jest bialym szumem
o zerowej średniej i funkcji korelacji (3.1), to

(�) EY = 0; EY 2 = �2U

Z 1

0

k2(�)d�;

(�) RY (�) = �
2
U

Z 1

�1
k(�)k(� + �)d�;

(
) SY (!) = �
2
U jK(j!)j2;

(�) EY 2 = �2U

Z 1

�1
jK(j!)j2d! =

Z 1

�1
SY (!)d!;

(") RY U (�) = �
2
Uk(�):

Dowód. Aby wykazác (�) zauwa·zmy, ·ze

RY (�) = EY (t)Y (t+ �)

=

Z 1

�1

Z 1

�1
k(t+ � � �)k(t� �)E fU(�)U(�)g d�d�

= �2U

Z 1

�1

Z 1

�1
k(t+ � � �)k(t� �)�(� � �)d�d�

= �2U

Z 1

�1
k(t+ �)k(t)dt:

Zatem

EY 2 = RY (0) = �
2
U

Z 1

0

k2(�)dt

patrz W÷asnóśc 2.1 (punkt (b)), sk ¾ad wynika (�).
Wyliczaj ¾ac transformat¾e Fouriera funkcji korelacji, otrzy-

mujemy

SY (!) =

Z 1

�1
RY (�)e

�j!�d�

= �2U

Z 1

�1

Z 1

�1
k(� + �)k(�)e�j!�d�d�

= �2U

Z 1

�1

Z 1

�1
k(� + �)ej!(���)k(�)e�j!�d�d�

= �2U

Z 1

�1
k(�)ej!�

�Z 1

�1
k(� + �)e�j!(�+�)d�

�
d�

= �2U

Z 1

�1
k(�)e�j!�d�

Z 1

�1
k(�)ej!�d�

= �2U
eK(!) eK(�!);

gdzie eK(!) jest transformat ¾a Fouriera odpowiedzi impul-
sowej k(t). Poniewa·z eK(!) = K(j!), gdzie K(s) jest
jej transformat ¾a Laplace�a, oraz eK(�!) = K(�j!) =
K�(j!), zatem SY (!) = �2U jK(j!)j2, co oznacza, ·ze (
)
jest prawdziwe.
Z (
) i

EY 2 =
1

2�

Z 1

�1
SY (!)d!
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6. Sygna÷y losowe - systemy dynamiczne 3

wynika (�). Na koniec zauwa·zmy, ·ze

RY U (�) = EfY (t+ �)U(t)g

=

Z 1

�1
k(�)EfU(t+ � � �)U(t)gd�

= �2U

Z 1

�1
k(�)�(� � �)d� = �2Uk(�);

co oznacza, ·ze (") jest prawdziwe. �

Przyk÷ad 3.1 Niech U(t) b ¾edzie bia÷ym szumem o funkcji
korelacji �(�) i niech K(s) = 1=(s+1). Poniewa·z k(t) = e�t

dla t � 0, a zatem RY (�) = e�j� j, rys. 2.1, SY (!) =
1=(!2 + 1), rys. 2.2. Ponadto EY (t) = 0, EY 2(t) = 1=2
oraz RY U (�) = e�� .

4 Regulacja automatyczna

Zbadamy teraz zachowanie uk÷adu automatycznej regulacji
w sytuacji, gdy dzia÷a nań sygna÷o charakterze losowym.
Rozpatrzymy dwie sytuacje, w których

� wartóśc zadana jest sygna÷em losowym,

� deterministyczny sygna÷wartósci zadanej jest zak÷ó-
cony szumem.

4.1 Wartóśc zadana procesem stochastycznym

W uk÷adzie automatycznej regulacji jak na rys. 4.1,
sygna÷wartósci zadanej Y0(t) jest bia÷ym szumem o g¾estósci
widmowej SY0(!) = var[Y0].

!

KR(s)
g(t)

Y0(t)Y(t)

KO(s)

Rys. 4.1: Uk÷ad automatycznej regulacji.

Zaczniemy od przypomnienia, ·ze jest transmitancj ¾a
uk÷adu otwartego jest

K(s) = KO(s)KR(s);

i ·ze ma ona postác funkcji wymiernej

K(s) =
L(s)

M(s)
:

Ponadto

KE(s) =
E(s)

Y0(s)
=

M(s)

L(s) +M(s)
:

Z uwagi na to, ·ze

SE(!) = var[Y0]jKE(j!)j2;

patrz W÷asnóśc 3.1 (punkt (
)), zatem, na mocy (�),

E"2(t) =
1

2�
var[Y0]

Z 1

�1
jKE(j!)j2d!

=
1

2�
var[Y0]

1Z
�1

���� M(j!)

L(j!) +M(j!)

����2 d!:

!

KR(s)

Y0(t) + (t)Y(t)
KO(s)

g(t)

Rys. 4.2: Uk÷ad automatycznej regulacji. Zaszumiony
sygna÷wartósci zadanej.

Poniewa·z zwykle jest tak, ·ze l < m, wi¾ecZ 1

�1

���� M(j!)

L(j!) +M(j!)

����2 d! =1;
bowiem stopnie wielomianów w liczniku i mianowniku j ¾a
takie same. Zatem E"2(t) = 1, sk ¾ad wynika, ·ze bia÷ego
szumu nie mo·zna skutecznie śledzíc.

4.2 Zaszumiony sygna÷wartósci zadanej

Zbadamy teraz zachowanie si¾e uk÷adu automatycznej regu-
lacji w sytuacji, gdy do systemu dociera deterministyczny
sygna÷zadany Y0(t) zak÷ócony bia÷ym szumem �(t), co
przedstawia rys. 4.2. O jakósci systemu świadczy teraz
nie realny sygna÷"(t) = Y0(t) + �(t) � Y (t), lecz e(t) =
Y0(t)� Y (t).
Poniewa·z e(t) = "(t)� �(t), a zatem

Lfe(t)g = Lf"(t)g � Lf�(t)g;

co po uwzgl¾ednieniu relacji

Lf"(t)g = KE(s) [Y0(s) + Lf�(t)g] ;

prowadzi do równósci

Lfe(t)g = KE(s) [Y0(s) + Lf�(t)g]� Lf�(t)g
= KE(s)Y0(s) + [KE(s)� 1]Lf�(t)g:

Wynika z niej, ·ze

e(t) = ed(t) + e�(t);

gdzie
Lf"d(t)g = KE(s)Y0(s)

oraz

Lfe�(t)g = [KE(s)� 1]Lf�(t)g

=
�L(s)

L(s) +M(s)
Lf�(t)g: (4.1)

B÷¾ad e(t) zawiera wi¾ec dwie sk÷adowe, a mianowicie
sk÷adow ¾a deterministyczn ¾a ed(t) pochodz ¾ac ¾a od Y0(t) oraz
losow ¾a e�(t), której przyczyn ¾a jest szum �(t). Sk÷adowa
ed(t) by÷a ju·z wczésniej przedmiotem naszej analizy w
ramach przedmiotu Podstawy Automatyki i w zwi ¾azku z
tym jej analiz¾e pominiemy.
Teraz zbadamy losow ¾a sk÷adow ¾a e�(t) b÷¾edu pochodz ¾ac ¾a

od szumu. Z W÷asnósci 3.1 (punkt (
)) i (4.1) wynika, ·ze

Se�(!) = �
2
�

���� L(j!)

L(j!) +M(j!)

����2 ;
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4 6. Sygna÷y losowe - systemy dynamiczne

co na mocy punktu (�) tej·ze W÷asnósci doprowadza do
wniosku, ·ze

Ee2�(t) =
1

2�
�2�

1Z
�1

���� L(j!)

L(j!) +M(j!)

����2 d!:
Gdy system jest taki, ·ze l < m, wówczas ca÷ka w powy·zszym
wyra·zeniu jest skończona (ró·znica pomi¾edzy stopniami
wielomianów w liczniku i mianowniku jest bowiem nie
mniejsza ni·z 2). Mo·zna wtedy skutecznie regulowác w
obecnósci bia÷ego szumu �(t).

5 Identy�kacja systemu

Dla systemu jak na rys. 3.1 pobudzanego bia÷ym szumem

EY (t+ �)U(t) = EY (�)U(0)

= E

Z �

�1
k(� � �)U(�)d�U(0)

=

Z �

�1
k(� � �)EfU(�)U(0)gd�

= EU2
Z t

�1
k(� � �)�(�)d� = EU2k(�);

sk ¾ad wynika, ·ze

k(�) =
EY (t+ �)U(t)

EU2(t)
:

Dysponuj ¾ac zatem obserwacjami

(U(t); Y (t)); t 2 [0; T );

poczynionymi na wej́sciu i wyj́sciu systemu, mo·zna skon-
struowác algorytm wykrywania odpowiedzi impulsowej w
postaci:

bk(t) =
1

T

Z T

0

Y (t+ �)U(�)d�

1

T

Z T

0

U2(�)d�

;

czyli algorytm identy�kacji systemu. Mo·zna wykazác,
·ze jego licznik i mianownik zbiegaj ¾a si¾e odpowiednio do
EY (t + �)U(t) i EU2, gdy horyzont obserwacji T narasta
do nieskończonósci.
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