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1 Transformacja Fouriera

Niech z(t), t € (—00, 00) bedzie funkcja taka, ze
o

/.

Jej transformata Fouriera X (w) nazywa sie

-

a operacje, ktéra przeprowadza x(t) w X (w) — transforma-
cja Fouriera. Odwrotna transformacja stwierdza, ze

|z(t)|dt < oo.

—_
—_
~—

z(t)e “tdt,

x(t) = %/ X (w)e’tdw.

Twierdzenie 1.1 (wzér Parsevala) Jesli funkcja x(t)
spetnia (1.1), to

/OO 22 (t)dt = L[~

—oo 2m —o0

X (w)|?dw.

Dowéd. Korzystajac z definicji transformaty, otrzymu-
jemy

/sz(t)dt—/z (t) (;ﬁ /O;X(w)ejwtdw> dt,

co, po zmianie kolejnosci catkowania, doprowadza do
réwnosci
L X (w) b z(t)el¥tdt | dw
27T — 00 — 00
L[ X)X @)
= — w w)dw
2 J_ o
i konczy dowdd. 0

Jesli ponadto z(t) = 0, dla t < 0, to funkcja x(¢) ma
zaréwno transformate Fouriera X (w) jak i Laplace’a X (s),
przy czym

X(w) = X(jw).

2 Procesy stochastyczne z czasem cigglym

Definicja 2.1 Rodzina X (t), gdzie t € (—o0,00), zmien-
nych losowych takich, ze EX?(t) < oo dla kazdego t nazywa
si¢ procesem stochastycznym drugiego rzedu.

Badamy procesy, ktére sa ponadto stacjonarne, tzn.
takie, w ktérych wszystkie rozklady prawdopodobienstwa
nie zmieniajy sie w czasie, tzn. przy przesunieciu na osi
czasu. Ponadto, w dalszych rozwazaniach zakladamy, ze
warto$¢ Srednia procesu jest zerowa. Dla prostoty bedziemy
niekiedy pisa¢ X zamiast X (¢).

2.1 Funkcja korelacji, gestos¢ widmowa

Dla stacjonarnego procesu drugiego rzedu definiuje sig
nastepujaca funkcje korelacji:

R(r)=E{X(")X({t+71)}

Wiasnos$¢ 2.1 Funkcja korelacji ma nastepujgce wlas-
nosci:

(a) R(t) = R(—7) (parzystosé),

(b) R(0)=EX?=E%X + var[X],

(¢) |R(T)| < R(0),

(d) lim, .. R(T) = E%*X.

Dowdd. Wiasnoéci (a) i (b) sa oczywiste, natomiast ()
wynika z nastepujacej nieréwnosci:

R*(7) F{XM)X(t+71)y <EX*H)EX*(t+7)

E*X? = R*(0),

ktéra z kolei wynika z nieréwnoéci Schwartza. Punkt
(d), ktéry pozostawimy bez dowodu, oznacza, ze ko-
relacja pomiedzy zmiennymi losowymi maleje do zera, gdy
odleglo$t czasowa miedzy roénie do nieskoniczonosci. (]
Definiujemy teraz funkcje gesto$ci widmowej

S(w) = /_O:O R(r)e 9*7dr,

ktéra jest transformata Fouriera funkcji korelacji. Zatem

R(r) = % /_OO S(w)ed“T dw. (2.1)

Z (2.1) wynika, ze R(0) = (1/27) 7 S(w)dw, co,
po uwzglednieniu (b) we Wlasnosci 2.1, doprowadza do

réwnosci
]. /
27 —00

Interpretujac EX? jako moc sygnalu zauwazamy wiec, ze
jest ona proporcjonalna do calki z gestoSci widmowej.

EX? S(w)dw. (2.2)

Przyklad 2.1 Jesli R(t) = e "l a > 0, to S(w) =
2/(w?+1), rys. 2.1 2.2.

-1 1

-2 2
Rys. 2.2: Gestos¢ widmowa, Przyklad 2.1.
Uwaga 2.1 Jesli Y (t) = X(t)+c, to Ry (1) = Rx (1) + 2.

Funkcja korelacji wzajemnej pomiedzy procesami X () i
Y (t) nazywamy

Rxy(r)=E{X({t+ 7)Y (¢)}.
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2 6. SYGNALY LOSOWE - SYSTEMY DYNAMICZNE

Jej calka Fouriera
Sxy(w) = / ny(T)e_ijdT

nazywa sie funkcja wzajemnej gestosci widmowej. Za-
uwazamy, ze Rxy(7) = Ry x(—7) i, sila rzeczy, Sxy(w) =
Syx(—w).

Niech teraz Z(t) = X(t) + Y(¢). Jak latwo sprawdzi¢
(piszac Rx mamy na my$li funkcje procesu X itp.) ,

Rz(T) = Rx(T) + Ry(T) + ny(T) + Ryx(T),

Sz(w) = Sx(w) + Sy(W) + Sxy(w) + Syx(w),

gdzie Rx (1) i Ry (7) sa funkcjami korelacji proceséw X (t) i
Y (t), natomiast Sx (w) i Sy (w) ich gesto$ciami widmowymi.
Je§li procesy nie sa skorelowane, tzn. jesli E{X (¢)Y (1)} =
EX@{)EY (1), to

Rz(T) =

Sz(a}) =

Rx (1) + Ry (7),

Sx(w) + Sy(w).

2.2 Bialy szum

Jesli
R(r) = %3(r),

to méwimy, ze proces X (t) jest bialtym szumem. Dla 7 # 0,
R(7) = 0, skad wynika F{X(7)X (7 +t)} = 0, co oznacza,
ze zmienne losowe X (1) i X (7 + t) nie sa skorelowane. Dla
procesu takiego S(w) = 2702, a zatem EX? = co. Moc
bialego szumu jest zatem nieskoniczona. Nie jest to wiec
proces fizyczny, lecz jedynie wygodna abstrakcja.

3 Sygnaly losowe w systemach ciaglych

Zakladamy teraz, ze stabilny system o transmitancji K (s) =
L(s)/M(s),l < m,rys. 3.1, pobudzany jest bialym szumem
U(t) o funkeji korelacji

Ry (1) = 0%6(7). (3.1)

Wyjscie systemu w chwili ¢ jest zatem okreSlone przez splot

o0

Y(t) = / k(t —m)U(T)dr = [ E(r)U(t — T)dr,

gdzie k(t)

[roras [ [
= /_ N k(r)e 9T [ /_ N Ut —r1)e _J“(t_T)dt] dr

= K(jw)U(w),

= £ YK (s)}. Zatem

Ut—r)e” IWt drdt

CO oznacza, ze

Y (w) = K (jw)U(w),

gdzie Y (w) i U(w) sa transformatami Fouriera odpowiednio
sygnaléw na wyjsciu i wejéciu systemu.

Wiasnoéci stacjonarnego procesu stochastycznego Y (t),
czyli sygnalu na wyjsciu systemu, sa podane ponizej:

) Y@

Rys. 3.1: System o losowym sygnale wejsciowym.

K(s)

Wiasnos¢ 3.1 Jesli sygnat wejsciowy jest bialym szumem
o zerowej §redniej i funkcji korelacji (3.1), to

(@) EY =0,EY?=o? / ZO k2(€)de,

#) Ry =ah [ MOme+ e

() Sv() = b IK G,

6) B =ay [ |kGoPa= [ sv@s
(e) Ryu(t)=o%k(T).

Dowéd. Aby wykazaé (5) zauwazmy, ze

Ry (1) = EY ()Y

)

o} / / Bt + 7 — E)k(t — m)6(€ — n)dedn
=% /OO k(t+ 7)k(t)dt.

(t+7)

t+71—Ok(t—n)E{U(E)U(n)}dédn

Zatem
= Ry (0) = 0% / E*(7)dt
0

patrz Wiasnoé¢ 2.1 (punkt (b)), skad wynika ().
Wryliczajac transformate Fouriera funkcji korelacji, otrzy-

mujemy
/ Ry(T)e_j‘”dT

W ALGRLG
S

k(€ +7)e T (E)e It dédr

Sy(w)

Ye 9T dédr

k(£)ews [ / h k(€4 7)e 7@ N dr| de
k

o /

i [ )
i [
oy / Je IR de [ Z k(n)el*dn

K w)f{(—w),

gdzie K (w) jest transformata Fouriera odpowiedzi impul-
sowej k(t). Poniewaz K(w) = K(jw), gdzie K(s) jest
jej transformata Laplace’a, oraz f((—w) = K(—jw) =
K*(jw), zatem Sy (w) = o%|K(jw)|?, co oznacza, ze (7)
jest prawdziwe.

Z ()i

EY? = %/ Sy (w)dw

— 00
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6. SYGNALY LOSOWE - SYSTEMY DYNAMICZNE 3

wynika (J). Na koniec zauwazmy, ze
RYU(T) = E{Y(t + T)U(t)}

::[%k@ﬂHUu+T*®U@ﬂ@

:ag[fk@m@—fwgzo%Mﬂ,

co oznacza, ze (¢) jest prawdziwe. O

Przyklad 3.1 Niech U(t) bedzie bialym szumem o funkcji
korelacji 6(7) i niech K (s) = 1/(s+1). Poniewaz k(t) =e™*
dlat > 0, a zatem Ry (1) = e 1"l rys. 2.1, Sy(w) =
1/(w? + 1), rys. 2.2. Ponadto EY (t) =0, EY?(t) = 1/2
oraz Ryy(r) =e 7.

4 Regulacja automatyczna

Zbadamy teraz zachowanie ukladu automatycznej regulacji
w sytuacji, gdy dziala nan sygnal o charakterze losowym.
Rozpatrzymy dwie sytuacje, w ktérych
e warto$¢ zadana jest sygnalem losowym,
e deterministyczny sygnal warto$ci zadanej jest zakls-
cony szumem.

4.1 Warto§¢ zadana procesem stochastycznym

W ukladzie automatycznej regulacji jak na rys. 4.1,
sygnat warto$ci zadanej Yg(t) jest biatym szumem o gestosci
widmowej Sy, (w) = var[Yp].

MU
Kys)

Ki(s)

Rys. 4.1: Uklad automatycznej regulacji.

Zaczniemy od przypomnienia, ze jest transmitancjg

uktadu otwartego jest
K(s) = Ko(s)Kg(s),

i ze ma ona postaé¢ funkcji wymiernej

K6 = 310y
Ponadto E( ) M( )
Ke() = 30 = T0) + M(s)

7 uwagi na to, ze
Sp(w) = var[Yo]|[Kp(jw) [,

patrz Wihasno$¢ 3.1 (punkt (7)), zatem, na mocy (9),

E(t) = %V&I’[Yv@] /00 |K g (jw)|?dw

— 00

e T M) P
27 [YO]/OO L(jw) + M(jw)

dw.

Kys)

L

Rys. 4.2: Uklad automatycznej regulacji.
sygnal warto$ci zadane;j.

Ki(s)

Zaszumiony

Poniewaz zwykle jest tak, ze | < m, wiec

2

M(jw) dw = oo

bowiem stopnie wielomianéw w liczniku i mianowniku ja
takie same. Zatem Ee?(t) = oo, skad wynika, ze bialego
szumu nie mozna skutecznie §ledzi¢.

4.2 Zaszumiony sygnal warto$ci zadanej

Zbadamy teraz zachowanie si¢ ukladu automatycznej regu-
lacji w sytuacji, gdy do systemu dociera deterministyczny
sygnal zadany Yy(t) zaklécony bialym szumem &(t), co
przedstawia rys. 4.2. O jako$ci systemu Swiadczy teraz
nie realny sygnal e(t) = Yy(t) + £(t) — Y (¢), lecz e(t) =
Yolt) - Y ().

Poniewaz e(t) = (t) — £(t), a zatem

Le(®)} = £{e()} — L{E®)},

co po uwzglednieniu relacji

Le®)} = Ku(s) [Yols) + L{E0)},

prowadzi do réwnoSci

Le(t)} = Ku(s) [Yo(s) + £{(0)}] — £{£()}
= Kp(s)Yo(s) + [Ke(s) — 1] £{£(1)}

Wynika z niej, ze

e(t) = ea(t) + ec(d),

gdzie
Lea(t)} = Ke(s)Yo(s)

oraz

Lee(t)} = [Kr(s) — 1] £{£(1)}
L(s)

= mﬂ{f(ﬂ}*

(4.1)

Blad e(t) zawiera wiec dwie skladowe, a mianowicie
sktadowa deterministyczna eq4(t) pochodzaca od Yy(t) oraz
losows eg(t), ktérej przyczyna jest szum £(¢). Skladowa
eqa(t) byla juz wczeéniej przedmiotem naszej analizy w
ramach przedmiotu Podstawy Automatyki i w zwigzku z
tym jej analiz¢ pominiemy.

Teraz zbadamy losows skladows eg(t) bledu pochodzaca
od szumu. Z Wiasnoéci 3.1 (punkt (v)) i (4.1) wynika, ze

L(jw) [

L(jw) + M(jw)

)

See(w) = O'g
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4 6. SYGNALY LOSOWE - SYSTEMY DYNAMICZNE

co na mocy punktu (0) tejze Wlasnosci doprowadza do
wniosku, ze

Bel(t) = - /
—0¢
~or L]w —|—M L(jw) + M(jw)

Gdy system jest taki, ze | < m, wéwczas catka w powyzszym
wyrazeniu jest skoficzona (réznica pomiedzy stopniami
wielomianéw w liczniku i mianowniku jest bowiem nie
muniejsza niz 2). Mozna wtedy skutecznie regulowaé w
obecnoéci biatego szumu £(t).

5 Identyfikacja systemu
Dla systemu jak na rys. 3.1 pobudzanego bialym szumem
EY({t+1)U(t) = YU(0)

_E/ U(£)deU (0)
- / k(7 — §) E{U()U(0) }dg

—EU‘Z/ k(1 — €)0(€)d¢é = EUk(T),
skad wynika, ze
_EY(t+1)U(t)
KO = —FmEwy

Dysponujac zatem obserwacjami
(U(),Y(t)),t €0,T),

poczynionymi na wejSciu i wyjdciu systemu, mozna skon-
struowaé¢ algorytm wykrywania odpowiedzi impulsowej w
postaci:

1 T
= Yt +7)U(r)dr
TJo
(t) = 1 T )
7/, U?(r)dr

czyli algorytm identyfikacji systemu. Mozna wykazac,
ze jego licznik i mianownik zbiegaja sie¢ odpowiednio do
EY (t + 7)U(t) i EU?, gdy horyzont obserwacji T' narasta
do nieskoficzonoci.

W. GREBLICKI METODY PROBABILISTYCZNE

2020



