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1 Wprowadzenie

Czesto stoimy przed koniecznoécia generacji liczb losowych
o zadanym rozkladzie prawdopodobiefistwa. Je§li dyspo-
nujemy liczbami losowymi o rozkladzie réwnomiernym,
to problem sprowadza si¢ do przeksztalcenia rozkladu
réwnomiernego w rozklad pozadany. Poniewaz w gene-
ratory liczb o rozktadzie réwnomiernym wyposazone sa
ogolnie dostepne kompilatory popularnych jezykéw pro-
gramowania np. C++, jako punkt wyjécia przyjmujemy
zatem, ze dysponujemy takowym.

Jako przyklad takiego generatora liczb na odcinku (0, 1)
moze stuzy¢ procedura rekurencyjna:

Zni1 = (azy, + b)(mod ¢),

w ktérej a, b, ¢ sa odpowiednio ustalonymi liczbami
caltkowitymi, natomiast x; jest liczbg poczatkows, przy
czym «(mod ) jest reszta z dzielenia a przez (. Jest
oczywiste, ze kolejne liczby maja w istocie charakter
deterministyczny i jedynie symuluja losowo$¢. 7 tego tez
wzgledu nazywane sg pseudolosowymi. Generator taki
uznawany jest jako dobry, gdy pomy$lnie przejdzie testy
dotyczace rozkladu, niezaleznoSci itp.

Przedstawimy metody, przy pomocy ktérych, wychodzac
ze zmiennych losowych o rozkladzie réwnomiernym, mozna
otrzymywaé¢ dowolne rozkltady. Sporo uwagi po$wiecimy
rozkladowi normalnemu. Dla kazdej przedstawionej metody
podamy uzasadnienie teoretyczne, a nastepnie konkretne
generatory podamy w czytelnej postaci algorytmicznej.

Piszac o rozkladzie réwnomiernym, mamy zawsze na
my$li rozklad réwnomierny na odcinku (0, 1).

2 Metoda inwersyjna

2.1 Oméwienie metody

W metodzie inwersyjnej pozadany rozklad o dystrybuancie
F otrzymuje sie przez odpowiednie nieliniowe przeksztalce-
nie zmiennej losowej o rozkladzie réwnomiernym. Przek-
sztalceniem tym jest F~!, patrz rys. 2.1. Uzasadnieniem
metody jest ponizsze twierdzenie:
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Rys. 2.1: Ilustracja metody inwersyjne;j.

Twierdzenie 2.1 Jesli zmienna losowa U ma rozktad
réwnomierny na odcinku (0,1), to F~Y(U) ma dystrybuante
F. I na odwrét. Jezeli X ma dystrybuante F, to F(X) ma
rozktad réwnomierny.

Dowdéd. Zauwazmy, ze

P{F~'(U) <2} = P{U < F(2)} = F(x),

skad wynika pierwsza cze$¢ twierdzenia.  Druga jest
konsekwencjg tego, ze
P{F(X) <u} =P{X < F ' (u)}
=F(F ' (u) =u
dla kazdego u € (0,1). O

Twierdzenie 2.1 pozwala skonstruowac nastepujacy algo-
rytm generacji zmiennej losowej o dystrybuancie F":

Zmienna losowa o dystrybuancie F'
Metoda inwersyjna
» Generuj U o rozkladzie réwnomiernym
na odcinku (0,1)
» RETURN X « F~}(U)

2.2 Wybrane rozkilady

Zasadnicza sprawa dla metody jest to czy mozna, a
jezeli tak, to czy mozna latwo wykonaé operacje F~L.
Nadaje sie ona zatem do generacji zmiennych losowych,
ktérych dystrybuanta znana jest w postaci jawnej, i ktora
mozna latwo odwrécic. Sa to rozklady takie jak np.:
wykladniczy, Laplace’a, Cauchy’ego. Nie mozna tej metody
wykorzysta¢ jednak do generacji rozkladu normalnego, gdyz
jego dystrybuanta nie ma jawnej postaci.

Dla niektérych wazniejszych rozkladéw odwrotnosci F—1
podane sa w tabeli 1. Dla pewnych rozkladéw, wzory
okreslajace F~! podano takze w prostszych postaciach
alternatywnych. Wynikaja one ze spostrzezenia, ze V =
1 — U oraz U maja jednakowe rozklady. Dzieki tabeli
tej mozemy poda¢ generatory rozkladu wykladniczego,
Cauchy’ego, Laplace’a, Pareto oraz logistycznego.

Tabela 1: Gestosci, dystrybuanty i ich odwrotnosci

tréjkatny wyktadniczy
Rozklad 0<z<1 0< 1< o0
f(x) 2(1 - =) e”
F(x) 1—(z—1)? l—e®
F~1(u) 1—vV1I—-u —In(1 —w)
Ffl(v)|v:17u 1—v —Inwv
Pareto .
Rozktad O<b<u logistyczny
ab® 1
/(@) xotl 2+e?+e?
b\ 1
F(x) 1- () S ——
z l1+e®
b U
F-! _ 1
b
-1
F (U)|v:17u ,Ul/a

W. GREBLICKI

METODY PROBABILISTYCZNE

2020



2 5. GENARACJA LICZB LOSOWYCH

Rozktad Cauchy’ego
1
f(.T) T (CE2 + 1)
1 1
F(x) 3 + - arctan x
1 1
F~t(u) | tan |:7T (u - 2)]

2.2.1 Rozklad trékatny
Rozktad tréjkatny
Metoda inwersyjna
» Generuj U o rozkladzie réwnomiernym
» RETURN X «1—VU
2.2.2 Rozklad wykladniczy
Rozktad wyktadniczy
Metoda inwersyjna
» Generuj U o rozkladzie réwnomiernym
» RETURN X « —InU
2.2.3 Rozklad Laplace’a
Rozktad Laplace'a
Metoda inwersyjna
» Generuj U o rozkladzie réwnomiernym
» X=-InU
X ma rozktad wykladniczy
» Generuj V o rozkladzie réwnomiernym
» IFV <1/2THEN X « —X
2.2.4 Rozklad Cauchy’ego
Rozktad Cauchy'ego
Metoda inwersyjna
» Generuj U o rozkladzie réwnomiernym
1
» RETURN X « tan <7r <U — 2))
2.2.5 Rozklad Pareto
Rozktad Pareto (a,b)
Metoda inwersyjna
» Generuj U o rozkladzie réwnomiernym
b
» RETURN X « Tia
2.2.6 Rozklad logistyczny

Rozktad logistyczny
Metoda inwersyjna
» Generuj U o rozkladzie réwnomiernym

U
RETURN X 1
| 2 <—n17U

3 Metoda odrzucania

3.1 Omoéwienie metody

Istota metody odrzucania polega na tym, ze generuje sie
realizacje zmiennej losowej o pewnym, tatwym do uzyskania

rozkladzie, a nastepnie — wedlug zasady wynikajacej z
Twierdzenia 3.1 — odrzuca si¢ niektére z nich. Pozostale
posiadaja pozadany rozklad.

Szczegdlng uwage zwrécimy na rozklad normalny. Otrzy-
ma¢ go mozna wychodzac np. 2z rozkladéw Laplace’a,
wykladniczego i Cauchy’ego. Wygenerowanie zmiennych
losowych o tych rozkladach nie jest trudne, jesli korzysta
sie z metody inwersyjnej.

Podstawa metody odrzucania jest ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 3.1 Dia funkcji f, niech
A={(z,y): —c0o <2< 00,0 <y <cf(z)},

gdzie ¢ > 0. Jesli f jest gestoscig prawdopodobienstwa
zmienej losowej X 1 U ma rozklad réwnomierny na odcinku
(0,1), to para (X,Y), gdzie Y = cUf(X), ma rozklad
réwnomierny na zbiorze A. Na odwrét, jesli (X,Y) ma
rozktad réwnomierny na zbiorze A, to X ma gestosé f.

Dowdéd. Tlustracja dowodu jest rys 3.1. Zalézmy, ze X
ma gesto$é f(z), natomiast U ma rozktad réwnomierny na
odcinku [0,1]. Zatem

1
F@) dla (z,y) € A

0, dla (z,y) ¢ A,

flylz) =

skad wynika, ze

, dla(z,y) e A

f(@,y) = fylz) f(z) =
Y Y { , dla(x,y) ¢ A

co oznacza, ze para (X,Y) ma rozklad réwnomierny na
zbiorze A.

Rys. 3.1: Para (X,Y), gdzie Y = cUf(X), ma rozklad
réwnomierny na zakreskowanym zbiorze A.
(X,Y)

Teraz zakladamy ze, para rozklad

réwnomierny na zbiorze A, tzn. ze

1
ﬂ%w:{c,muaweA
0, dla (z,y) ¢ A,

ma

bowiem [ [ f(z,y)dzdy = c. Zatem gestoScia zmiennej X

jest
cf (=)
[rewir= [ i 1.

co konczy dowdd. O

Idea algorytmu jest nastepujaca. Gesto$¢ f jest oczy-
widcie zadana. Zalézmy, ze istnieje latwa do generacji
gestodé g oraz stala c takie, ze f(z) < cg(z) dla wszystkich
x € (—o00,00). Schemat postepowania jest nastepujacy,
patrz rys. 3.2:
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para (X, Y) odrzucona

Rys. 3.2: Ilustracja generacji rozkladu f przy pomocy
odrzucania z rozktadu g.

» Najpierw generuje sie zmienng losowa o rozktadzie
réwnomiernym na zbiorze zawartym pomiedzy osig x
a krzywa y = cg(x). Korzystajac z Twierdzenia 3.1
mozna zrobi¢ to zgodnie z ponizszym algorytmem:

> Generuj zmienng losowa X o gestosci g

> Generuj zmienna losowa U o rozkladzie

réwnomiernym na odcinku (0, 1)
> Y — cUg(X)
> RETURN (X,Y)

» Nastenie odrzuca si¢ wszystkie pary (X,Y), ktére leza
ponad krzywa y = f(z). Pozostale pary, zgodnie z
podanym twierdzeniem, maja rozkltad réwnomierny na
zbiorze zawartym pomiedzy osig x i krzywa y = f(x).
Zatem, zgodnie z Twierdzeniem 3.1, X w pozostalych
parach ma pozadana gestos¢ f. Schemat postepowania
na tym etapie jest jak ponizej:

> IFY < f(X) THEN X « X

ELSE powtérz od

poczatku
> RETURN X

wszystkie operacje

Laczac to w calo§¢ i dokonujac oczywistych uproszczen
otrzymujemy gotowsa procedure.

Zmienna losowa o gestoéci f
Metoda odrzucania
¢ REPEAT
$  Generuj X o gestosci g
¢{ Generuj U o rozkladzie réwnomienym

9(X)

UNTIL U
¢ “FX)
¢ RETURN X

<1

Aby metoda byta efektywna musi posiada¢ trzy podsta-
wowe cechy:

1) musi istnie¢ gesto$¢ g i stala c¢ takie, ze f(z) < cg(z)
dla wszystkich z € (—o0, 00),

2) rozklad o gestoSci g powinien by¢ latwy do generacji,
3) liczba iteracji procedury powinna byé mozliwie matla,

tzn. prawdopodobienstwo przyjecia pary (X, cUg(X))
powinno by¢ duze.

Odno$nie do punktu 3), oznaczajac przez p praw-
dopodobienstwo przyjecia wylosowanej pary (X,Y), za-
uwazamy, ze

p=PX) > (X)) = 1

Pozadane jest zatem, aby ¢ bylo mozliwie mate. Oznaczajac
przez N liczbe iteracji algorytmu, ktéra zapewnia przyjecie
pary, zauwazmy ponadto, ze P{N = i} = p(1 — p)"~L.
Zatem N ma rozklad geomeryczny i E{N} = 1/p = ¢
Zatem wyprowadzony przed chwila wniosek odnoszacy sie
do ¢ potwierdza sie.

Jest wiec oczywiste, ze stala ¢ powinna byt mala, gdyz
zarowno prawdopodobiefistwo odrzucenia wylosowanej
pary jak i érednia liczba iteracji algorytmu sa wtedy male.

3.2 Rozklad tréjkatny

Zauwazmy, ze dla gestosci f(x) rozkladu tréjkatnego i
gestodci g(x) rozkladu réwnomiernego, f(z) < cg(z), gdzie
c = 2, bowiem

o@) 1

fl@) 201 —x)

2,

cg()

0 1
Rys. 3.3: Generacja rozkladu tréjkatnego f(z) (linia
ciagla) przez odrzucanie z rozktadu réwnomiernego (linia
przerywana) g(z); ¢ = 2.
Pozwala to zbudowa¢ algorytm generacji rozktadu
tréjkatnego jak ponizej:

Rozktad tréjkatny
Odrzucanie z rozktadu réwnomiernego
¢ REPEAT
¢ Generuj X o rozkladzie réwnomiernym
$ Generuj U o rozkladzie ré6wnomienym
¢ UNTILU<L1-X
¢ RETURN X

Nie wykonuje on operacji pierwiastkowania, patrz § 2.2.1,
ale odrzuca polowe wygenerowanych liczb.

3.3 Rozklad logistyczny
Gestose rozkladu logistycznego

1

J@ = e yes

spelia nieréwno$é¢ f(x) < cg(x), gdzie ¢ = 2 oraz

o) = -

£d
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jest gestoscig rozkladu Laplace’a. Zauwazmy bowiem, ze
T
2

1 1
— lz\2 - =
2( + e 2 5

patrz rys. 3.4. Krzywa cg(z) lezy ponad f(z) na calej
prostej x € (—o0, 00).

cg(2) A9

Rys. 3.4: Generacja rozktadu logistycznego f(z) z rozkltadu
Laplace’a g(z), ¢ = 2.

Wynika stad podany ponizej algorytm, ktéry zapewnia
prawdopodobienstwo przyjecia na poziomie 1/c = 1/2:

Rozktad logistyczny
Odrzucanie z rozktadu Laplace’a
¢ REPEAT
{$ Generuj X o rozktadzie Laplace’a
{ Generuj U o rozkladzie réwnomienym
¢ UNTILU (1+e XN <1
¢ RETURN X

Cwiczenie 3.1 Zauwazajoc, 2 f(z) < 1/ (4+ 2?), 2bu-
dowac generator rozktadu logistycznego, w ktorym c =
w2~ 1,57.

3.4 Rozklad normalny

Podamy teraz generatory rozkladu normalnego N(0,1),
czyli o gestosci

3.4.1 Odrzucane z rozkladu Laplace’a

Jesli odrzuca si¢ z rozkladu Laplace’a o gestosci g(x) =
(1/2)e71*l to ¢ = \/2e/7 ~ 1,315, bowiem

9@) T a1y \/?
f(x)_\/;ee Vs 2¢’

Dla wyznaczonego ¢, cg(z) = f(z) dla |z| = 1. Wzajemne
polozenie funkcji f(z) i cg(z) pokazuje rys. 3.5. Sa
one styczne w punktach z = £1. Prawdopodobienstwo
przyjecia X jest réwne 1/¢ = 1/4/2¢/m = 0, 760.

flx

-1 1

Generacja rozkladu normalnego f(z) przez
odrzucanie z rozkladu Laplace’a g(x), ¢ = y/2¢/7.

Rys. 3.5:

Rozktad normalny
Odrzucanie z rozktadu Laplace’a
B REPEAT
O Generuj X o Laplace’a
O Generuj U o rozkladzie réwnomiernym
| UNTIL Uellel=1%/2 < 1
| RETURN X

3.4.2 Odrzucanie z rozkladu Cauchy’ego

W podanym teraz generatorze odrzuca si¢ z rozkladu
Cauchy’ego o gestosci

@) = —
g m(z? +1)
Jak mozna sprawdzi¢
g((E) B 2’/T6$2/2 7 g 6262/2
fix) — w@2+1)  Vr(a2+1)
e
> a5
- 2w
poniewaz
6m2/2 6:02/2

Ve
- > - v
2417 2241 2

r==+1

Zatem ¢ = /27 /e = 1,520. Krzywe f(z) i cg(x) pokazane

fla)
cy(z)

-1 1
Rys. 3.6: Generacja rozkladu normalnego f(x) przez
odrzucanie z rozkltadu Cauchy’ego g(z), ¢ — /27 /e .

na rys. 3.6 sg styczne w punktach x = +1. W procedurze
przedstawionej ponizej prawdopodobienstwo przyjecia X

jest réwne 1/¢ = 1/4/27/e = 0.657:

Rozktad normalny
Odrzucanie z rozktadu Cauchy’ego
v REPEAT
vV Generuj X o rozkladzie Cauchy’ego
V  Generuj U o rozkladzie réwnomiernym
v S=X2

v UNTIL U < %(1 + S)ezs
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