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1 Wstep

Wszystkie rozwazania, takze oznaczenia,
Scistym zwiazku z 2. ESTYMACJA GESTOSCI.

pozostaja w

2 Funkcja regresji

Omoéwimy teraz problem estymacji nieliniowej charak-
terystyki w systemie jak na rys. 2.1. Sygnal wejéciowy
X i zaklécenie pomiarowe Z na wyjSciu maja charakter
losowy i sg wzajemnie niezalezne. Ponadto EZ = 0. Sygnat
wyjsciowy, to Y = m(U) + Z. Poniewaz,

E{Y|X =z} = m(z),

zatem nieznana charakterystyka jest funkcja regres;ji.

Z
X Y
— > m(.)

Rys. 2.1: System statyczny o charakterystyce m(z).

Naszym celem jest wykrycie nieliniowej charakterystyki,
czyli estymacja funkcji regresji m(x) na podstawie nieza-
leznych par pomiaréw

(X1,Y7), (X2,Y2),(X3,Y3),... (X, Ya), (2.1)
czyli obserwacji pary (X,Y). Przedstawimy kilka algoryt-
méw realizujacych ten cel.

Laczng gestosé pary (X,Y) oznaczamy jako f(z,y),
gestoécig zmiennej X jest f(x), natomiast f(y|z) jest
odpowiednig gestoscig warunkows.

3 Problem parametryczny

Jesli znana jest posta¢ funkcyjna charakterystyki m(.) i
nalezy ustali¢ wartoSci jej parametréw, to problem jest
parametryczny. Jest tak, gdy np. charakterystyka jest
wielomianem znanego stopnia i zadanie polega na estymacji
jego wspélczynnikéw. Dla dalszych rozwazan przyjmiemy,
ze m(z) = bz, tzn. ze

Y =bX + Z,

gdzie b jest nieznanym wspélczynnikiem wzmocnienia
(parametrem), rys. 3.1.

X Y
—— mr)=b

Rys. 3.1: System liniowy.

3.1 Metoda momentéw

Metoda momentéw bazuje na tym, ze b mozna wyrazi¢ przy
pomocy momentéw, poniewaz

EY

b= —.
EX

Naturalnymi ich estymatorami sg odpowiednio

izn;Yi oraz izn;Xi,

co prowadzi do estymatora

Jego zbieznos¢ do b z prawdopodobienstwem 1 jest oczy-
wista.

3.2 Metoda najmniejszych kwadratéow

Jako model systemu rzeczywistego przyjmujemy wzmac-
niacz o nieustalonym na razie wzmocnieniu 5. Je$li zatem
na jego wejscie zostalby podany sygnal X;, to na wyjSciu
pojawilaby sie warto$¢ [X;, rézna rzecz jasna od Y;,
rys. 3.2, a to z dwéch powodéw. Po pierwsze trudno liczyc
na to aby 8 bylto réwne b, po drugie z uwagi na zaklécenie
Z;.  Niedopasowanie modelu do systemu, ocenimy jako
(Y; — BX;)?. Majac na wrzgledzie caly ciag obserwacji,
wezmiemy pod uwage wskaznik globalny bedacy suma
lokalnych (Y; — 8X;)? odnoszacych si¢ do poszczegélnych
par (X;,Y;):

V&

B

Rys. 3.2: Ilustracja metody najmniejszych kwadratéw.

Jako estymator nieznanego b przyjmiemy [, ktére mini-
malizuje ten wskaznik. Przyréwnujac zatem pochodng
dQ(B)/dpB do zera, otrzymujemy réwnanie

n

D (ViXi+BX)X; =0

=1

i jego rozwigzane

En:inz‘

_ i1
>
i—1

przyjmujemy jako estymator nieznanego b.
Z prawa wielkich liczb wynika zbieznos¢

~

=

n

1 = n— oo 1 s n— 00
fZYiXi X EYX oraszXf = EX?
n i=1 n =1

z prawdopodobienstwem 1. W rezultacie

T n—oo
b, — b
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2 3. ESTYMACJA FUNKCJI REGRESJI

z prawdopodobienstwem 1.

Przedstawiony sposéb postepowania nazywa si¢ metoda
najmniejszych kwadratéw kojarzona powszechnie z
nazwiskiem Gauss.

4 Algorytm histogramowy

Histogram gestosci prowadzi w naturalny sposéb do estyma-
tora regresji, ktéry teraz oméwimy. Mozna uwazaé, ze jest
on poSrednikiem pomiedzy estymatorami parametrycznymi
1 nieparametrycznymi.

W  rozwazaniach bedziemy operowac
zbioru A:

wskaznikiem

[ (@) = 1, dlaze A
AP =1 0, daazé¢A

Zalozmy, ze gesto$é f(x) okreSlona jest na odcinku [a, b],
na ktérym rozmieszczamy punkty xg,z1,%2,...,T, W ten
Sposéb, ze

a:.’130<l‘1<.7}2<"'<$n—1<~’13n:b7

ixi41 —x; = A. Zostal on w ten sposéb podzielony na n
pododcinkéw A; = [z;,2,11], kazdy o dlugosci A = (b —

a)/n.

Estymator regresji definiujemy jak ponizej:

1 n
gZij{Ai}(Xj)
__J=1

y dla x € Az (41)

My ()

= ) -
ﬁ ZI{A’L}(XJ)
Jj=1

Jego licznik jest érednig obserwacji Y}, ktérych X; wpadty
do odcinka A;, mianownik natomiast jest czesto$cig wpada-
nia X; do tego odcinka.

Oznaczajac licznik estymatora jako &,,(z), otrzymujemy

B¢, (z) = E{YI{4,4(X)}
:[ /_1+ yf(z,y)dydx

-/ [ | yf<y|x>dy] f(@)da

i

-/ m(;f(x)dar -/ o) (e

skad, odwolujac si¢ do prawa wielkich liczb, wnioskujemy,
ze

B (x) " /A m(v)f (v)do

wedtug prawdopodobienstwa. Oznaczajac nastepnie mia-
nownik przez n,,(z) i postepujac podobnie wnioskujemy, ze

Pou(@)"= [ g

W rezultacie, mozemy napisac, ze

wedlug prawdopodobiefistwa. Funkcja graniczna ma ksztatt
schodkowy, na calym odcinku A; przyjmuje taka samag
wartoSe.

Poniewaz dlugo$¢é odcinka A; jest stala, estymator jest
obciazony nieusuwalnym bledem i nie zbiega sie¢ do m(z).
Jesli chcemy zatem osiagnac te zbiezno$¢ musimy uzaleznié
dlugosc tego odcinka od liczby pomiaréw n i spowodowac,
aby malala ona do zera. Tak wlasnie postepuje estymator
jadrowy oméwiony w nastepnym paragrafie.

5 Algorytm jadrowy

Teraz przyjmujemy, ze nasza informacja wstepna o systemie
jest ubozsza, ze nie znamy postaci funkcyjnej charak-
terystyki m. Zadanie jej wyznaczenia ma zatem charakter
nieparametryczny. Algorytmy przedstawione w kolejnych
paragrafach w sposéb oczywisty nawigzuja do poznanych
wczedniej estymatoréw gestosci.

Jako pierwszy oméwimy algorytm jadrowy jak ponizej:

_ o ZYK (hm))() |
a2 ()

i=1

(5.1)

Jadrem K moze by¢ dowolna ograniczona funkcja speia-
jaca warunek:

/K(v)dv =1, lim |v|K(v)=0.

[v] =00

(5.2)

Przykladami takich funkcji moga by¢ jadra omdwione

wczedniej przy estymacji gestosci.
Ciag nieujemnych liczb {h(n)} spelia natomiast warunki
lim h(n) =0,

n—oo

lim nh(n) = oco.

n—oo

(5.3)

Intuicyjne uzasadnienie algorytmu (5.1) jest dos¢ oczy-
wiste. Oznaczajac licznik w (5.1) przez &, (), zauwazamy
bowiem, ze

B, 0) = s {m0K (555 ) }
_ ﬁ /m(v)K (W) f(v)dv.

Odwotujac sie do Uwagi 5.1 stwierdzamy, ze powyzsza
wartos$¢ dazy do m(z)f(z) [ K(v)dv, gdy h(n) — O.
Ponadto

nh(n) var(é, ()
= h(ln) var [YK (xhzn))(ﬂ
1 9.9 fx—X
< h(n)E{Y K ( h(n) >}
— i [+ a2 (52 e

ktora to wielkoéé, na mocy tej samej Uwagi i (5.3), zbiega
sie do [m?(v) + 0%] [ K?(v)dv. WykazaliSmy wiec, ze

En() = m(x)f(x)
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3. ESTYMACJA FUNKCJI REGRESJI 3

wedlug $redniej drugiego rzedu.
Poniewaz, z tych samych powodéw n,,(z) = f(z) w tym
samym sensie, dochodzimy do ostatecznego wniosku, ze

My (z) 2 m(z),

wedlug prawdopodobienstwa. Estymator jest zatem
zgodny, skutecznie wykrywa nieznang charakterystyke.

W  szczegdlnosci, jako jadro mozna przyja¢ funkcje
prostokatna

1
—, dl <1

Kw)={ 2 dalbls
0, w przeciwnym wypadku,

dla ktorej

1 n
- > YL nn)atnin)} (X))

~ j=1

~ D Tiamh(myarh(n (X))

j=1

)

gdzie licznik jest $rednig tych Y;, ktérych X lezg w odcinku
(x — h(n),z + h(n)), natomiast mianownik czestoScia
wpadania X; do tego odcinka.

Zasade dzialania algorytmu ilustruje rys. 5.1, na ktérym
m(z) = (1 — e l*l)sign(x). Pokazano na nim takze
obserwacje (Y;, X;). Warto$¢ estymatora w punkcie x
wyznacza sie na podstawie zaznaczonych symbolem X.

. .
. : hd
o e °¢ o..:-o T . <
a i ..o. : :'
.
- L4 .
o®

Rys. 5.1: Estyamtor jadrowy, jadro prostokatne, przedziat
[t — h,x 4+ h] ustalony z géry. Linia ciggla oznacza
charakterystyke m(z) = (1 — e~ 1*l) sign(z).

Jako globalny btad algorytmu przyjeto
MISE = B / (i (&) — m())2da

Wyniki komputerowego eksperymetnu przedstawione na
rys. 5.2 pokazuja, ze dla kazdego n istnieje optymalne h.
Wykres przedstawiajacy MISE dla optymalnie wybranego
h przedstawia rys. 5.3. Blad maleje szybko przy wzroscie n,
aczkolwiek wolniej niz 1/n, co jest wlasnoscig obserwowang
takze przy estymacji gestoSci prawdopodobienstwa.

Uwaga 5.1 Dla funkcji jadrowych wybranych zgodnie za-
tozeniem,

!k ( ; ) gw)ds "= g(a) [ K(©)de

MISE

n

Rys. 5.2: Estymator jadrowy. MISE dla réznych h.

MISE

n
\ \ \ \ 1
0 200 400 600 800 1000 1200

Rys. 5.3: MISE dla optymalnego h.

Aby to uzasadnit, zauwaimy, e
1 VY h—0
LK (7) =60 [ K@

gdzie §(v) jest impulsem Diraca, skad wynika, %e, dla
ustalonego x,

%K (”;f”) h=0 5o —x)/K(f)df-

Zatem

'k (f” - ) gw)do "= [ 50— wpg(idw [ K(€)de

ktéra to wielkosé jest rowna g(z) [ K(£)d§, co konczy
uzasadnienie.

6 Najblizszy sasiad

Algorytm, podobnie jak wszystkie typu NN, nie korzysta
bezposrednio z ciagu obserwacji (2.1), lecz z ciagu uporzad-
kowanego

(X1, Y1), (X2, Yy), -+, (X(0), Yu)- (6.1)
Porzadek jest taki, ze
|X(1)—(E| < |X(2)—$}<...< ’X(,L)—£C|, (62)

co oznacza, ze najblizej punktu x jest X(;), nastgpnie X o)
itd. Pozycja, na ktérej znajdzie sie para (Y;, X;) w ciagu
(6.1) zalezy od odleglosci X; od z. Jesli odleglo$¢ ta jest
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j-ta co do wielkoéci, to pozycja ta jest j. Estymator jest
nastepujacej postaci:
k(n)

1
— > Yup
k i=1
gdzie podobnie jak przy estymacji gestosci,

kn

lim k, = o0, lim — =0.
n— oo n—oo M
Jest on zgodny, tzn.
M (u) "= m()

wedlug prawdopodobienstwa.

Intuicyjne uzasadnienie jest oczywiste. Jest
on bowiem uSredniong wartoécia  k(n) obserwacji
sposréd  Y7,Y5,...,Y,, dla ktérych odpowiadajace im
X1, Xo, ..., X, leza najblizej punktu z.

W sytuacji jak w § 5 (jadro prostokatne) mozna za-
stosowaé algorytm NN. Dla k(n) = 15 jego wartos¢ w
punkcie x jest wyliczana na podstawie 15 obserwacji Y;
zaznaczonych symbolem +. Odpowiadajace im X; znajduja
sie wsréd pietnastu najblizszych punktowi x. Leza one na
odcinku [z; — 7,2 + 7], gdzie r = [r — X(15)], jedna z tych

obserwacji na jego brzegu, lewym. Warto estymatora jest
Yius)-

srednig z tych Y;, czyli srednig z Yy}, Yo, - - -,

Rys. 6.1: Estymator NN, k = 15. Przedzial [x — r,x + 7],
gdzie r = |v — X(15)|, wyznaczony na podstawie obserwacji
X;.

Zaleznos¢ bledu
MISE = E / (7 () — m(u))2du

od k oraz n otrzymana na podstawie komputerowych badan
eksperymentalnych pokazana jest na rys. 6.2. Konieczno$c
precyzyjnego doboru k zdecydowanie maleje gdy zwigksza
sie liczba obserwacji. Blad dla optymalnie dobranego k
przedstawia rys. 6.3.

Uwaga 6.1 Podobnie jak estymatory gestosci, przedstaw-
ione algorytmy regresyjne tzn. histogramowy, jgdrowy i NN
charakteryzujg sie pewnym podobienstwem. Spostrzegamy
to zapisujgc je jak ponizej:

Z::l Y;(Y; takie, ze X; € A)
liczba X; takich, ze X; € A;

mn () = , dlax € A,

MISE /

0 10 20 30 k40
Rys. 6.2: AlgorytmNN. Zaleznos¢ MISE od k.

MISE

0 \ \ \ \
0 200 400 600 800 m 1000

Rys. 6.3: Estymator NN. MISE dla optymalnie dobranego
k.

gdzie A; = [z, xiy1],
ZT‘L ) Y;(takie, ze X; € Ay)
j=
liczba X; takich, ze X; € Ay’
h(n),z + h(n)],

M () =

(dla jgdra prostokatnego), gdzie A, = [z —
ijl Yi(takie, ze X; € Ag(n))
liczba X takich, e X; € Ag(y)’

gdzie Ap(ny = [ —r(k(n)), z + r(k(n))].

My (x) =

7 Metoda rozwiniec¢ ortogonalnych

Zbiér, na ktérym okreslona jest nieliniowa charakterystyka
oznaczmy jako D. Moze to by¢ odcinek, pélprosta lub cata
prosta. Na zbiorze tym istnieje uklad funkcji ortogonalnych

©o(), p1(2), p2(T), . - -,

czyli takich, ze

L/wkﬂ%@ﬂx:&dhiiﬁ
D

[ daae=1.
D

wspoélnie ograniczonych, co oznacza, ze istnieje c takie, ze
max, | (2)| < ¢ dla wszystkich k.
Zaczniemy od tego, ze

(7.1)
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gdzie g(z) = m(z)f(z). Przy zalozeniu, ze [, ¢*(z)dz < to

00, funkcje g mozna rozwingé w szereg ortogonalny E/ (Gn(@) — g(ﬂr:))Qdm n—g
D

Postepujac podobnie wobec mianownika w (7.1) i majac

9(@) ~’;akapk(m), (7.2) na uwadze, ze f(z) ~ Yo obrpp(x), gdzie by =
Ip f(@)pp(z)de = FEpp(X), jako estymator gestosci f(z)
przyjmujemy fn(a:) = iv:(g)gkgpk(x) i argumentujac

jak powyze] dochodzimy do wniosku, ze EfD(fn(x)
"% 0. Wykazane wlasnoéci pozwalaja zywié

gdzie

o= [ se@is = [ mpa@f@a foET .
= B{m(X)p(X)} = B{Y e, (X)}, nadziele, 7e takie B(G(z) — g(x)de "5 01 B(f(x) —
f(z)?dz "= 0 w ustalonym punkcie z. Jeéli tak, to
poniewaz Y = m(U) + Z. Ponadto przyjmujac
N(n)
/ g*(z)dx = Za%. (7.3) Z arpy (1)
D k=0 i (z) = ]’;jr‘j)i

Z gk or(@)
k=0

Jako oszacowanie wspélczynnika ay mozna przyjaé:
jako estymator nieznanej charakterystyki, mozemy napisac:

n
ay = %Z Yigr (Xi),
i=1 M (x) "= m(z)
co prowadzi do nasteujacego estymatora funkcji g(z): wedtug prawdopodobiefistwa.
W sytuacji jak w § 5 (jadro prostokatne) z ogranicze-
niem = € [—m,w|, zastosowano uklad trygonometryczny.

N(n)
gn(@) = szo P (@)- Rezultaty symulacji komputerowej pokazano na rys. 7.1, na
- ktérym
MISE = E [ (i (x) — m(x))?dx.

—T

Poniewaz
Gn(z) — g(x) ~ Z (G — ap)py () Optymalna warto$¢ N narasta wraz z liczba obserwacji
=0 MISE odpowiadajace optymalnemu N pokazano na rys.
) 7.2.
+ —ag), ! . i
kiz 1( k) i ! |
=N(n)+ | MISE // ‘v ’[
zatem, z uwagi na (7.2) i (7.3), | / : ;oo
// ,’ B R 40
N(n) - ,// |' _’L """" 80
E [ @ulo) ~ g(a)?do = Y- B - ) ; oo 0
b k=0 7 ' b——- 32
oo | ! | 640
2 ! .
+ > a o ) , 1280
k=N(n)+1 . Nz L N
T 1 T T 1
15 20

Jest teraz oczywiste, ze Fay = aj oraz
Rys. 7.1: Estymator ortogonalny. MISE w zaleznoéci od N.

var[ag] = var % ZYiQDk(Xi)] = %Var[Ygok(x)}

8 Systemy dynamiczne

1 1
=-E(Y 2< ZPEY?
_E(Y (@) < ~*BY?,
8.1 System Hammersteina

skad wynika, ze E(ar — ay)? < %czEYz. WykazaliSmy
System Hammersteina sklada si¢ z dwéch podsystemow.
Pierwszy jest nieliniowy i ma charakterysyke m(u), Drugi

zatem, ze
~ N(n)
2 2 1y2
E /D (gn(2) = g(z))"dx < n cEY jest liniowy, dynamiczny i opisywany jest réwnaniem
- Wt1 = aW,,
k=N(n)+1 co oznacza, ze jego odpowiedzig impulsows jest kg = 0,
) k(n)=a", n=1,2,3,.... Zatem
Jesli zatem
N(n) "= o0, N(1) noo 0, Y, = ZO kim(Un_i) + Z; = kym(Up_1) + &, + Zn, (8.1)
n i=
2020
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MISE

T T T T ]
200 400 600 800 1000 1200

Rys. 7.2: Estymator ortogonalny. MISE odpowiadajace
optymalnemu N.

0

gdzie &, ooy kim(Up,—;) nie zalezy od U,—_1, nato-
miast Z,, jest zakléceniem pomiarowym o Sredniej zero

niezaleznym od wejécia. Wszystkie sygnaly maja charakter
stacjonarny i ponadto Em(U) = 0.

Zn
—>— m) =k
UTL Vn Wn Yn

Rys. 8.1: System Hammersteina.
Z zalozen i (8.1) wynika, ze
E{Y,|Up-1 = u} = ym(u),
gdzie v = k; jest nieznang liczba. Poniewaz charak-
terystyka m jest funkcjg regresji, do jej estymacji zasto-

sujemy oméwiony wczesniej algorytm jadrowy, co prowadzi
do estymatora:

n U—Ui
§ Y K
i ( h(n)

n
> ()
Wyniki symulacji komputerowej pokazane sa na rys. 8.2.

i=1
Wida¢ wyraznie, ze wzrost a, czyli zwigkszanie si¢ roli
podsystemu dynamicznego, prowadzi do narastania btedu.

n(w) = u—U;

h(n)

- a
. MISE 0
1 ——— 025
e 05
|'| 0,75
I\ n
\ e e o
I B e e I
0 200 400 600 800 1000 1200

Rys. 8.2: MISE dla systemu Hammersteina.

8.2 System Wienera

W systemie Wienera podsystemy potaczone sa w odwrotnej
kolejnosci, nieliniowy znajduje si¢ za dynamicznym. Prob-
lem wykrywania nieliniowoéci jest znacznie trudniejszy.

[%
kn —>—O)—>— m —D>—
Un, Vi W, Yn

Rys. 8.3: System Wienera.

Jedli jednak sygnal wejéciowy U,, ma rozkltad normalny,
to sygnal W,, takze. W sytuacji takiej

E{UnlynJrl = y} = Cm_l(y)7
gdzie ¢ jest pewna nieznanag liczba.  Spostrzezenie to

mozna wykorzysta¢ do konstrukeji estymatora odwrotnosci
em™1(y) nieznanej charakterystyki o postaci:

ilﬂf(“hu >
).

i: K (U - Y
=1
9 Zakonczenie

Y
n

h(n)

W mocy pozostaja wszystkie uwagi poczynione w Za-
konczeniu tekstu dotyczacego estymacji gestoSci praw-
dopodobienstwa.

Tutaj mozna dodaé, ze metoda najmnieszych kwadratéw
zapewnia wiekszg skutecznos¢ od metody momentéw, a to
ze wzgledu na zawarty w niej proceder optymalizacji.

Zwréémy ponadto uwage, ze prezentowane algorytmy
mozna stosowa¢ do wykrywania nieliniowo$ci zaréwno w
systemach statycznych jak réwniez dynamicznych.
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